
重要 例題 083 条件付きの極値問題④ ★★★

条件 +−3=0 のもとで，関数 f (, )=+ の極値を求めよ。

基本 136，137

指針 条件付き極値問題を解く際に，条件関数の陰関数が具体的に与えられない場合や非常に複雑な

場合に次の ラグランジュの未定乗数法 を用いて解くとよい。

ラグランジュの未定乗数法

f (, ) と g(, ) を C 級関数とし， λを新たな変数として

F(, , λ)=f (, )−λg(, )

とおく。点 (a, b) が次を満たすとする。

[1] 関数 f (, ) は条件 g(, )=0 の下で，点 (a, b) において極値をとる (すなわち，

g(a, b)=0 である)。

[2] g(a, b)=g(a, b)=0 ではない (すなわち，点 (a, b) は曲線 g(, )=0 の正則点で

ある)。

解答 g(, )=+−3 とおき，

F(, , λ)=f (, )−λg(, ) とする。

F(, , λ)=1−3λ(−)，F(, , λ)=1−3λ(−) で

あるから，F(, , λ)=0，F(, , λ)=0 のとき


1−3λ(−)=0

1−3λ(−)=0
…… (＊)

よって −=−

すなわち (++1)(−)=0

したがって =−−1 または =

また F(, , λ)=−(+−3)

◀{+(−−1)

−3(−−1)}=0 を満

たすような  は存在し

ない。

◀−(+−3)=0 を

解く。

[1] =−−1 のとき

F(, , λ)=0 を満たす (, ) の値の組は存在しない。

[2] = のとき

F(, , λ)=0 から (, )=(0, 0),  32 ,
3
2 

(, )= 32 ,
3
2  は (＊)を満たすが，

(, )=(0, 0) は (＊)を満たさない。

よって，[1]，[2]より極値を与える可能性のある点は

 32 ,
3
2  のみである。

g(, )=0 を で微分すると

3+3′()−3 {()+′()}=0

すなわち −()+{()}−′()=0
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2 極限の意味

この節では，関数の極限について，高等学校までの直観的な理解から進んで，精密

な議論を行うための基礎を学ぶ。

��ε−δ 論法

1 章では「n∞ のとき，数列 {a } が αに収束する」ということの意味を，

「いかなる正の実数 εに対しても，それに応じて番号Nを選べば，N番目以降の

すべての a はαとの差が εより小さくなる」ということとして解釈した。つま

り，αと a の誤差 a−α  をどのように小さく設定しても，それに応じて番号

Nを十分大きくすれば，それ以降は誤差をその値に収めることができる，という

ことである。本章で扱う「 a のとき，関数 f () が αに収束する」という

ことの意味も，同様に解釈することができる。この場合も，αと f () との誤差，

すなわち  f ()−α  の範囲をどのように小さく設定しても，それに応じて

−a  を十分小さく設定すれば，その誤差を与えられた範囲に収めることがで

きる，というように解釈する。このことを，図を用いて考えてみよう。

図 1

右の図のように， a で関数 f () が αに収束

するという状況を考える (図 1 )。

「f () の値がどこまでもαに近づく」というのは，

f () と αとの「誤差」を，いくらでも小さくする

ことができる，ということ，つまり，与えられた

(どんなに小さな) 正の実数 ε に対しても，f () と

αとの差を εより小さくできるということである。

図 2

そこで， 軸上に，その「誤差の範囲」として，

αとの差が εよりも小である区間，すなわち，開

区間 (α−ε, α+ε) を考える (図 2 )。

このとき，これに応じて aを中心とした開区間

(a−δ, a+δ) を十分に小さくとる (図 3 )。

つまり， δを十分に小さい正の実数にとる。

δが十分に小さければ， が a を満たしな

がら開区間 (a−δ, a+δ) の中にいる限りは ( 
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がどのような動き方をしたとしても) f () の値

が，最初に設定した誤差の範囲 (α−ε, α+ε) に

おさまるであろう (図 4 )。

図 3

図 4

逆に，このようなことができるとき，すなわち，

与えられた (どんなに小さい) 誤差の範囲 ε に対

しても， と aとの距離を十分に小さく設定すれ

ば，f () と αの誤差を本当に ε よりも小さく収

めることができる，ということを

lim


f ()=α の意味と解釈するわけである。

以上より，関数の極限は，次のように定義される。

定義 2-1 関数の極限

任意の正の実数 εに対して，ある正の実数 δが存在して，f() の定義域内の

0<−a <δ であるすべての について  f()−α <ε となるとき，関数

f() は  a でαに収束するという。

例

1
関数 f ()=+1 は  1 で 2に収束する。ε=0.1 として，

0<−1 <δ なら  f ()−2 <ε を満たすような正の実数 δを求める。

 f ()−2 =−1 <0.1 とすると −0.1<−1<0.1 から

0.9<<1.1 であり，>0 なら， 0.9<< 1.1 である。

 0.9−1=−0.0513⋯⋯， 1.1−1=0.0488⋯⋯ より

  0.9−1 >  1.1−1  なので，−1 < 1.1−1 であれば，

 f ()−2 <ε となる。よって， δ としては  1.1−1 よりも小さい正の

実数をとればよい。例えば δ=0.04 とすると −1 <0.04 から

0.96<<1.04 で，−0.0748<−1<0.0816 と計算され，次のようにな

る。  f ()−2 =−1 <0.0816<0.1=ε

このように，関数の極限を正の実数 ε，δ などを用いて議論する方法のことを，

ε−δ
イプロシンデルタ

論法という。

練習

1

例 1 で ε=0.05 のとき， δ の値を 1 つ決めよ。また，一般の ε のとき， δ は

どうすればよいか。
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重要 例題 007 数列 {an} が 0に収束することの証明 (ε−N 論法) ★★☆

a>0，lim


a

a

=r<1 とするとき，lim


a=0 であることを ε−N 論法により証

明せよ。ただし，極限値 lim


a の存在は仮定しない。 基本 018

指針
隣り合う 2項の比

a

a

がすべて， 1よりも小さい一定値 ρより小さければ，不等式

a<ρa

が成立する。これより順次，不等式

a<ρa<ρa<⋯⋯<ρa

が成立する。0<ρ<1 であるから，lim


ρ=0，これで lim


a=0 となることがわかる。

C H A R T lim
n∞

an=0 の証明

an<ρn×(定数)，0<ρ<1 となる数ρをみつける

数列  a

a
 は 1 より小さい正の数 rに収束するから，高々有限個を除けば，すべての数列に

対して上記のような正の数 ρがみつかると考えられる。

解答 lim


a

a

=r<1 となるから，ある自然数Nが存在して，

n≧N となるすべての自然数nについて

 a

a

−r < 1−r

2
となる。 ◀ここで，ε−N 論法を用

いる。

このとき
a

a

<
1+r

2

◀ ρ は，ギリシャ文字で

「ロー」と読む。なお，

ρ の大文字は「Ρ」で

あ る。こ の 読 み 方 も

「ロー」である。

◀数列 {a } の冒頭の

N−1 個の項 a，a，

⋯⋯，a は収束性と

無関係である。

ρ=
1+r

2
とおくと，0<r<1 により 0<ρ<1

よって，n≧N となるすべての自然数Nについて，次の不等

式を得る。

0<a<ρa<ρa<⋯⋯<ρa

ゆえに 0<a<ρa

0<ρ<1 により，lim


ρa=0 であるから lim


a=0 ■

うまい
ね
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