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手引き

●内容解説について
・内容解説を，各所に枠囲みで示しました。

章トビラ 各章のはじめにその章で扱う節レベルの話題を抜粋した。そして，その章で扱わ
れる主題への導入をはかった。

本文の理解を助けるための具体例である。

基本的な問題，および重要で代表的な問題である。「解答」や「証明」は，解答の
簡潔な一例である。

例・例題の内容を反復学習するための問題である。よって，例・例題を学んだの
ち，まず学習者自身で練習することが望ましい。
各章の終わりにある。その章で学習した内容の全体問題である。Aは主に計算
問題を，Bは主に証明問題と，やや程度の高い問題である。
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章トビラ 各章のはじめにその章で扱う節レベルの話題を抜粋した。

そして，その章で扱われる主題への導入をはかった。

例

1
本文の理解を助けるための具体例である。

例題

1

基本的な問題，および重要で代表的な問題である。
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練習
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い。

章末問題 各章の終わりにある。その章で学習した内容の全体問題である。Aは

主に計算問題を，Bは主に証明問題と，やや程度の高い問題である。

注意 本文解説を補い，注意喚起を促す。

研究 本文の内容に関連したやや程度の高い内容を扱った。省略してもよい。

発展 大学 1年制の微分積分学の範囲を超えた内容を扱った。省略してもよい。

補遺 本文に証明を載せなかった定理の証明を扱った。必ずしも知っておかな

ければならないものではなく，省略してもよい。

Ｃｏｌｕｍｎ

コラム
本文の内容に関連した興味深い話題を取り上げた。

手引き 1
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本文解説を補い，注意喚起を促す。

本文の内容に関連したやや程度の高い内容を扱った。省略してもよい。

大学 1年制の微分積分学の範囲を超えた内容を扱った。省略してもよい。

本文に証明を載せなかった定理の証明を扱った。必ずしも知っておかなければな
らないものではなく，省略してもよい。

本文の内容に関連した興味深い話題を取り上げた。
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Ｃｏｌｕｍｎ

コラム
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チャート式シリーズ 大学教養 微分積分 A5 変型判 392 頁 2 色 2,800 円＋税
チャート式シリーズ 大学教養 線形代数 A5 変型判 304 頁（予定） 2 色 価格未定

数研講座シリーズ微分積分と線形代数の練習・章末問題（約 200 問）の解答に，問
題を解くための指針を付した参考書です。慣れ親しんだ高校での学習から，スムー
ズに大学での学習に進めるよう高校教材のチャート式（青チャート）と同様の例題
形式で編纂しています。また，チャート式シリーズのみに掲載する独自問題も微分
積分，線形代数で約 50 問収録しました。

数研講座シリーズ（教科書）加藤文元 著
数研講座シリーズ 大学教養 微分積分 A5 変型判 352 頁 2 色 2,500 円＋税
数研講座シリーズ 大学教養 線形代数 A5 変型判 288 頁（予定） 2 色 価格未定

数研出版が，高校教材の作成から得た知見をもとに「高校数学から見上げた先にあ
る大学数学」という視点で大学初年の教材を捉え直し，高校数学から大学数学への
自然で連続的な接続を図る新たな“大学の教科書”を高校教科書の著者である加藤
文元先生（東京工業大学）とともに提案します。

大学１年生を高校４年生と捉え直すことから始め，読者それぞれの専門や学習の進度に合わせて多様
な読み方ができる，微分積分と線形代数の半期講義向けの教科書です。微分積分は，高校の「数学Ⅲ」
に続く「数学Ⅳ」，線形代数は，高校数学では学ぶことがなかった新しい概念である行列，ベクトル空
間や線形写像（言い換えれば大学以降の数学を学ぶ上での文法）について基礎事項を明解に示し，丁
寧に解説するという方針でまとめました。
①  取り扱われる内容それぞれの話題について「なぜ，そのことを話題とするのか？」を明示する導
入があります。学習の動機づけをはっきりとさせ取り組みやすくしました。

②  高校数学の教科書のように，できるだけ具体的な説明から入る展開です。例や例題を盛り込み，
図や模式図は適宜挿入しました。

③  第 0 章として，冒頭に高校数学の内容で大学に必要になる，大学数学に独特の定義・定理・用語
を簡潔にまとめました。
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1 数と式，集合と証明

大学数学の微分積分学の冒頭では，実数の連続性と数列の極限に関して学習す

る。高校数学では漠然と理解してきたことを数学的に厳密に考察するが，その証

明方法などは最初は戸惑うであろう。その中で，高校数学の範囲内ではあるが，

教科書ではあまり扱われていなかった内容で重要なもの，および大学数学の初め

に学習する内容を抜粋して紹介しよう。なお，高校数学では扱われていない内容

のタイトルは，赤字で示した (�以降も)。

��最大値・最小値，実数の整数部分を表す記号

max{a, b}，min{a, b}

実数 a，b のうちで，max{a, b} は最大値の方を表し，min {a, b} は，最小

値をの方を表す。a=b ならば，max{a, b}=min {a, b}=a=b となる。{ }

の中の実数が 3 個以上の場合も同じで，{ } の中の実数のうち，max{ } は

最大値を表し，min { } は最小値を表す。例えば，a=b>c なら

max{a, b, c}=a=b，min {a, b, c}=c である。

ガウス記号 [ ]

実数 に対し，ガウス記号 [ ] を用いて [] と表された数は，実数 の整

数部分を表し，具体的には，不等式 n≦<n+1 を満たす整数 nのことであ

る。また，実数 の小数部分とは −[] のことで，0≦−[]<1 である。

が負の数のときの [] には注意する。例えば，[−1.8]=−2 (−1 ではない)。

��三角不等式

a，b を実数とすると，不等式 a+b ≦a +b  が成り立つ。

この不等式を 三角不等式 という。

これを変形すると a+b −a ≦b  となる。ここで a+b=c とすると

c −a ≦c−a  となる。この形の三角不等式も，よく使われる。

三角不等式の拡張として，a1+a2+⋯⋯+an ≦a1 +a2 +⋯⋯+an  も

成り立つ。三角不等式は， 1 章の ε−N (イプシロン−エヌ) 論法での証明や，

第 2章の ε−δ (イプシロン−デルタ）論法での証明によく使われる。

��命題と条件

命題 正しいか正しくないかが明確に決まる式や文章を 命題という。また，

命題が正しいことを 真であるといい，正しくないことを 偽であるという。

条件 変数 ，，⋯ を含んだ式や文章で，変数 ，，⋯ の値が決まると真

偽が決まるものを，，，⋯ に関する条件という。

仮定と結論 命題は， 2 つの条件 p，q を用いて「 pならば q」の形に表され

るものが多い。命題「 pならば q」を p  q と書き， pをこの命題の

仮定， qを結論という。

また，命題「p  q かつ q  p」を，p  q と書く。

条件の否定 条件 pに対して，「 pでない」という条件を pの否定 といい，p

で表す。p，すなわち p の否定は， pである。

「かつ」，「または」の否定 2 つの条件 p，q について次のことが成り立つ (命

題におけるド・モルガンの法則)。

p かつ q  p または q， p または q  p かつ q

「すべての」と「ある」の否定 条件 pに対して

「すべての について p」の否定は「ある について p」

「ある について p」の否定は「すべての について p」

��集合に関する記号のまとめ

記号 意味

a∈A aが集合Aの要素である

a∈ A aが集合Aの要素でない

A⊂B 集合Aが集合Bの部分集合である

A=B 集合A，Bの要素が完全に一致する

A∩B∩⋯⋯ 集合A，B，⋯⋯のいずれにも属する要素全体の集合

A∪B∪⋯⋯ 集合A，B，⋯⋯の少なくとも 1つに属する要素全体の集合

A 全体集合の元で，集合Aに属さない要素全体の集合

��命題と証明

命題の逆，裏，対偶 命題 p  q に対して

q  p を逆，p  q を裏，q  p を対偶 という。

対偶を利用した証明法 命題 p  q とその対偶 q  p の真偽は一致する

から，命題 p  q を証明するには，その対偶 q  p を証明してもよい。

注意 数学の専門書では，証明終わりを示す記号■などを最後に付けることが多い (本

書でも使っている)。

6 第 0 章 高校数学+大学数学の準備 � 数と式，集合と証明 7

＊高等学校の数学ⅠAⅡBの範囲から微分積分
の学習に必要なものを抜粋して掲載した。
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定義 2-1 数列の収束

任意の正の実数 εに対して，ある自然数Nが存在して，n≧N であるすべて

の自然数nについて an−α <ε となるとき，数列 {an} はαに収束するとい

う。

どんなに εを小さくしても，ある番号Nより先の項 a は，すべて

(α−ε, α+ε) の範囲に入る。

例

4 a=
n

n+1
である数列 {a } は α=1 に収束する。

ε=0.01 として，a−α <ε を満たすnの値の範囲を求める。

nが自然数であるとき，
n

n+1
<1 であるから，解くべき不等式は

1−
n

n+1
<0.01

これを解くと n>99

よって，たとえば N=100 とすると，n≧N であるすべての自然数 nに

ついて，a−α <ε が成り立つ。

練習

3

例 4において，ε=0.001 とすると，自然数Nの値はどうとればよいか。

また，任意の正の数 εに対し，自然数Nをどのようにとればよいか。

��ε−Ν 論法

高等学校で学んだ極限の求め方との違いを示そう。ここで極限の意味を詳しく

考えること，つまり数学的に厳密に記述することこそが大学で学ぶ数学の導入で

ある。

例題

1
lim


1
n
=0 を示せ。

証 明 任意の正の実数 εについて， εと 1 に対して系 1-1を適用する。

このとき，ε>
1
N

となる自然数Nがとれる。N以上のすべての自

然数nについて，
1
n
≦

1
N

であるから，以下が成り立つ。

 1n−0 = 1
n
≦

1
N

<ε

以上より，どんな正の実数 εが与えられても，その εに応じて，N

以降のすべての番号nについて  1n−0 <ε が成り立つような，番

号Nがとれることが示された。よって，題意が示された。 ■

注意 定義 2-1において，一般に，番号Nのとり方は正の実数 εに応じて変化するので，

異なる εの値に対しては，異なる番号Nを選び直す必要がある。

例えば，例題 1 において，番号Nは ε>
1
N

を満たすようにとらなければなら

ないが，これがどんな正の実数 εについても成り立つように番号Nをとることは

できない。実際，どんな正の実数の εに対しても ε>
1
N

となる番号Nがとれる

なら，� の例題 2 (p. 21) から
1
N

=0 となってしまい，これは明らかに不合理

だからである。

Nは任意に定めた正の実数 εの値それぞれに依存するものであって，一般には，

オールマイティに同じNをとるということではない。

以上のように，数列の収束を正の数 εや番号Nなどを用いて議論する方法を，

ε−N
イプシロン−エヌ

論法という。

練習

4

第n項が次の式で表される数列が，n ∞ のときに，それぞれ括弧内の値に

収束することを，ε−N 論法を用いて証明せよ。

⑴
n

n+1
[1] ⑵

1
3n

[0] ⑶
1
2 [0]

26 第 1 章 実数と数列 � 数列の収束と発散 27
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例

5 0 で定義された関数 f ()=
1


について，

次が成り立つ。

lim


1

=−∞， lim



1

=∞

練習

5

以下の極限を求めよ。

⑴ lim




 
⑵ lim



1
−1

⑶ lim


1
−1

注意 極限 lim


f ()=α が存在すれば，もちろん，左極限 lim


f () や右極限

lim


f () も存在して，その極限値はすべてαに等しい。逆に，左極限

lim


f () と右極限 lim


f () が存在して，その両者の値が等しいとき，極限

lim


f () も存在して，これらの値はすべて等しくなる。このことは，直観的に

はわかりやすいが，その証明には極限の厳密な定義が必要となるので，後に定理

2-2 (p. 66) で証明することにする。

��∞ および −∞ における極限

関数 f () の定義域の中で， が限りなく大きくなるとき，その大きくなり方

によらず，f () がある一定値 αに近づくならば，f () は ∞ で αに収束

するといい， lim
∞

f()=α または ∞ のとき f()  α

と書く。このときαは f () の  ∞ における極限，または 極限値 という。

同様に，関数 f () の定義域の中で， が負で，その絶対値が限りなく大きく

なるとき，その方法によらず，f () がある一定値 αに近づくならば，f () は

−∞ でαに収束するといい，次のように書く。

lim
−∞

f()=α または  −∞ のとき f()  α

このときαは f () の  −∞ における極限，または極限値 という。

f () が ∞ や  −∞ で正の無限大に発散すること (極限が∞) や，

負の無限大に発散すること (極限が −∞) なども，同様に定義される。

練習

6

次の関数の ∞ および −∞ における極限を求めよ。

⑴
1−

1+
⑵

1
−1

⑶
2  +1

3−2
⑷ −10

2 極限の意味

この節では，関数の極限について，高等学校までの直観的な理解から進んで，精密

な議論を行うための基礎を学ぶ。

��ε−δ 論法

1 章では「n∞ のとき，数列 {a } が αに収束する」ということの意味を，

「いかなる正の実数 εに対しても，それに応じて番号Nを選べば，N番目以降の

すべての a はαとの差が εより小さくなる」ということとして解釈した。つま

り，αと a の誤差 a−α  をどのように小さく設定しても，それに応じて番号

Nを十分大きくすれば，それ以降は誤差をその値に収めることができる，という

ことである。本章で扱う「 a のとき，関数 f () が αに収束する」という

ことの意味も，同様に解釈することができる。この場合も，αと f () との誤差，

すなわち  f ()−α  の範囲をどのように小さく設定しても，それに応じて

−a  を十分小さく設定すれば，その誤差を与えられた範囲に収めることがで

きる，というように解釈する。このことを，図を用いて考えてみよう。

図 1

右の図のように， a で関数 f () が αに収束

するという状況を考える (図 1 )。

「f () の値がどこまでもαに近づく」というのは，

f () と αとの「誤差」を，いくらでも小さくする

ことができる，ということ，つまり，与えられた

(どんなに小さな) 正の実数 ε に対しても，f () と

αとの差を εより小さくできるということである。

図 2

そこで， 軸上に，その「誤差の範囲」として，

αとの差が εよりも小である区間，すなわち，開

区間 (α−ε, α+ε) を考える (図 2 )。

このとき，これに応じて aを中心とした開区間

(a−δ, a+δ) を十分に小さくとる (図 3 )。

つまり， δを十分に小さい正の実数にとる。

δが十分に小さければ， が a を満たしな

がら開区間 (a−δ, a+δ) の中にいる限りは ( 

60 第 2 章 関数 � 極限の意味 61

＊数列の収束について，ε－N論法は典型例に適用し丁寧な解説を加えた。 ＊ε－δ論法について，図も用いて解説を加えた。

4 5



教
科
書

教
科
書

微
分
積
分

微
分
積
分

大学微分積分第２章.smd  Page 8 19/08/22 14:34  v3.51

がどのような動き方をしたとしても) f () の値

が，最初に設定した誤差の範囲 (α−ε, α+ε) に

おさまるであろう (図 4 )。

図 3

図 4

逆に，このようなことができるとき，すなわち，

与えられた (どんなに小さい) 誤差の範囲 ε に対

しても， と aとの距離を十分に小さく設定すれ

ば，f () と αの誤差を本当に ε よりも小さく収

めることができる，ということを

lim


f ()=α の意味と解釈するわけである。

以上より，関数の極限は，次のように定義される。

定義 2-1 関数の極限

任意の正の実数 εに対して，ある正の実数 δが存在して，f() の定義域内の

0<−a <δ であるすべての について  f()−α <ε となるとき，関数

f() は   a でαに収束するという。

例

1
関数 f ()=+1 は   1 で 2 に収束する。ε=0.1 として，

0<−1 <δ なら  f ()−2 <ε を満たすような正の実数 δを求める。

 f ()−2 =−1 <0.1 とすると −0.1<−1<0.1 から

0.9<<1.1 であり，>0 なら， 0.9<< 1.1 である。

 0.9−1=−0.0513⋯⋯， 1.1−1=0.0488⋯⋯ より

  0.9−1 >  1.1−1  なので，−1 < 1.1−1 であれば，

 f ()−2 <ε となる。よって， δ としては  1.1−1 よりも小さい正の

実数をとればよい。例えば δ=0.04 とすると −1 <0.04 から

0.96<<1.04 で，−0.0748<−1<0.0816 と計算され，次のようにな

る。  f ()−2 =−1 <0.0816<0.1=ε

このように，関数の極限を正の実数 ε，δ などを用いて議論する方法のことを，

ε−δ
イプロシンデルタ

論法という。

練習

1

例 1 で ε=0.05 のとき， δ の値を 1 つ決めよ。また，一般の ε のとき， δ は

どうすればよいか。

注意 関数 f () が  a で αに収束するということを，ε−δ 論法を用いた論理式

で書くと，次のようになる (ただし， I は関数 f () の定義域とする)。

(＊) ∀ε>0 ∃δ>0 such that ∀∈I (0<−a <δ   f ()−α <ε)

��ε−δ 論法を用いた証明

具体的な関数の極限に関する等式を，ε−δ 論法を用いて証明してみよう。

例題

1
lim


2=2 を，ε−δ 論法を用いて証明せよ。

指針 証明するべきことは，f ()=2 として lim


f ()=2 である。また， 1 であ

るから −1  を考えて，定義 2-1に沿って，証明する。

証 明 f ()=2 とする。任意の正の実数 εに対して，δ=
1
2
ε とする。

このとき 0<−1 <δ ならば， f ()−2 =2 −1 <2δ=ε

となる。よって，lim


2=2 が示された。 ■

例題

2
lim


+1
+2

=2 を，ε−δ 論法を用いて証明せよ。

指針  3 を考えるから，−3 という因数が出てくるように式を変形する。

実際に，

+1
+2

−2=(−3)
+1
+2

と計算できるから，もし −3 <1，

つまり 2<<4 ならば，3<+1<5 かつ
1
6
<

1
+2

<
1
4

である。

これをヒントにして，与えられた εに対して， δを上手に選ぶ。

証 明 任意の正の実数 εに対して，δ=min1, 4
5
ε とする。

0<−3 <δ なら，特に −3 <1 であるから  +1
+2 < 5

4
であ

り 0<−3 <δ のとき  
+1
+2

−2 =−3  +1
+2 < 4

5
ε⋅

5
4
=ε

となる。よって，題意の等式が示された。 ■

上の例題のように，任意に与えられた εに対し， δ を δ=min{1, kε} という

形で，定数 kを適切に選ぶと，うまく議論できることがある。
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3 ロピタルの定理

この節では，ロピタルの定理を紹介し，その証明を行う。

��ロピタルの定理

高等学校の数学では，lim


sin


=1 であることを学んだ。

この例のように，lim


f ()

g()
という形の極限で，分子の極限 lim


f () と分母の

極限 lim


g() が，ともに 0 に等しいか，あるいはともに ±∞ に発散するもの

を，不
ふ

定
てい

形
けい

の極限という。次のロピタルの定理は，不定形の極限を含めた，

様々な形の極限の計算に大変便利な定理である (証明は後で行う)。

定理 3-1 ロピタルの定理 (その 1 )

f()，g() を開区間 (a, b) (a<b) 上の微分可能な関数とし，次の条

件を満たすとする。

⒜ lim
a+0

f()= lim
a+0

g()=0

⒝ すべての ∈(a, b) について g′()�0

⒞ 右極限 lim
a+0

f ′()

g′()
が存在する。

このとき，右極限 lim
a+0

f()

g()
も存在し lim

a+0

f()

g()
= lim

a+0

f ′()

g′()
が成り

立つ。更に，条件 ⒜を

�a′ lim
a+0

f()=±∞ かつ lim
a+0

g()=±∞

でおき換えても，同じ結論が成り立つ。また，上記の条件および結論にお

ける右極限 lim
a+0

を，左極限 lim
b−0

におき換えても成り立つ。

注意 定理 3-1の条件⒝は次でおき換えてもよい。

�b′ すべての ∈(a, a+δ) について g′()0 となるような正の実数 δ が存在

する。

実際，このとき a+δ=b とすれば，そのまま定理が成り立つ。

定理 3-1で，右極限，左極限についての主張を合わせれば，次の系が得られる。

系 3-1 ロピタルの定理 (その 2 )

f()，g() をaを含む開区間 I 上で微分可能な関数とし，次の条件を満た

すとする。

⒜ lim
a

f()=lim
a

g()=0

⒝ �a であるすべての I の点で g′()�0

⒞ 極限 lim
a

f ′()

g′()
が存在する。

このとき，極限 lim
a

f()

g()
も存在し

lim
a

f()

g()
=lim

a

f ′()

g′()

が成り立つ。更に，条件 ⒜を

�a′ lim
a

f()=±∞ かつ lim
a

g()=±∞

でおき換えても，同じ結論が成り立つ。

例題

1
lim


log (cos)

 を求めよ。

解 答 lim


log (cos)=0 かつ lim


=0 であり，また 0 ならば 20

である。

また lim


(log (cos))′

()′
=lim



sin


⋅

−1
2cos

=−
1
2

よって，系 3-1の条件⒜，⒝，⒞が満たされるので

lim


log (cos)

 =−
1
2

■

例題

2
lim


log (+1)−cos

1−cos
を求めよ。

112 第 3 章 微分 � ロピタルの定理 113

＊定義（関数の極限）の直後に具体例を配すことで，抽象的な数学文章も
無理なく理解が深まるよう配慮した。

＊ロピタルの定理は節レベルとし，証明まで扱い，不定形の極限について
多くの練習問題を掲載した。
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例

1 f ()=
+5

+−2
を部分分数分解しよう。

分母は +−2=(−1)(+2) と因数分解される。

そこで，
+5

+−2
=

a

−1
+

b

+2
とおいて a，bを求めると，

a=2，b=−1 と計算される。よって，求める部分分数分解は

+5
+−2

=
2

−1
−

1
+2

例

2 f ()=
−+3−3−−2

−−+1
を部分分数分解しよう。

分子の次数が分母の次数より大きいので，分子を分母で割り算して

−+3−3−−2
−−+1

=+
3−2−2−2
−−+1

と計算される。

分母は −−+1=(−1)(++1) と因数分解されるので

3−2−2−2
−−+1

=
a+b

++1
+

c

(−1)
+

d

(−1)

とおいて a，b，c，d を求めると，a=b=1，c=2，d=−1 と計算され

る。よって，求める部分分数分解は

−+3−3−−2
−−+1

=+
+1

++1
+

2
−1

−
1

(−2)

一般に，有理関数の不定積分を計算するには，部分分数分解 (p. 139，定理 2-4)

より，定理 2-4の�，�，�のそれぞれの形の関数について不定積分を求めれ

ばよい。

� 多項式関数の不定積分については，すでに述べた。

� 
kd

(+a)
=k

d

(+a)
(a，k∈R) は，例題 1 (p. 136) より


kd

(+a)
=

k

(1−n)(+a)
(n≧2)

k log +a  (n=1)

� 最後に
e+d

(+b+c)
(b，c，d，e∈R，b−4c<0，m∈N) について考

えよう。4c−b>0 なので，h=
 4c−b

2
で正の実数hが定まり

+b+c=+ b

2 


+h=h  2+b

2h 


+1

となる。そこで z=
2+b

2h
とおいて置換積分すると


e+d

(+b+c)
d=

e′z+d′

(z+1)
dz

となる。ただし，e′=
e

h ，d′=
be+2d
2h である。

よって，問題は次の形の不定積分の計算に帰着される。

(iii─a) 
zdz

(z+1)
(m∈N) (iii─b) 

dz

(z+1)
(m∈N)

(iii─a)の不定積分は，w=z+1 とおいて置換積分すると
1
2 

dw

w となって，

上ですでに計算した �の形になる。

(iii─b)の不定積分について，m=1 ならば第 3章�例題 3 (p. 100) より


dz

z+1
=Tanz

となる。m≧2 のときは，例題 4 (p. 138) の漸化式を用いて，m=1 のときから

順々に計算していけばよい。例えば，m=2 のときは，次で与えられる。


dz

(z+1)
=

1
2
Tanz+

z

2(z+1)
…… (＊)

以上より，どのような有理関数の不定積分も，原理的に計算できることがわか

った。また，上の計算からわかるように，有理関数の不定積分は，有理関数，対

数関数，および逆正接関数を用いて常に表せることもわかった。

例

3 有理関数 f ()=
+5

+−2
は，例 1 より，

+5
+−2

=
2

−1
−

1
+2

と

部分分数分解される。

よって 
+5

+−2
d=2log −1 −log +2 +C
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発展 R

n から R

m への写像

多変数関数とは，関数の定義域の次元を上げて得られたもので，その意味で 1

変数関数の一般化だったわけであるが，更に関数の値域の方の次元も上げて，n

次元からm次元への写像 (p. 11， 0章集合と写像参照) に一般化することができ

る。実は，このような「写像」を扱うことで，多変数の微分積分学の本質がより

明確になることが多い。また，関数から写像への一般化によって，応用の幅も広

がる。R

 の部分集合S上で定義されたm個の関数

f(, , ⋯⋯, )，f(, , ⋯⋯, )，⋯⋯，f(, , ⋯⋯, )

が与えられているとする。このとき，任意の a=(a, a, ⋯⋯, a)∈S に対し

て，R

 の点

(f(a), f(a), ⋯⋯, f(a))

=(f(a, a, ⋯⋯, a), f(a, a, ⋯⋯, a), ⋯⋯, f(a, a, ⋯⋯, a))

が定まる。これにより，Sから R

 への写像

a=(a, a, ⋯⋯, a)  (f(a), f(a), ⋯⋯, f(a)) (＊)

が定まる。(＊) のような写像は

F：S R

，F(a)=(f(a), f(a), ⋯⋯, f(a))

のように，簡単に書かれることが多い。

例

3
n変数の関数 f (, , ⋯⋯, ) は，R

 の部分集合からRへの写像で

ある。特に， 2 変数関数 z=f (, ) は，R

 の部分集合からRへの写像

で， 1 変数関数 =f () は，実直線Rの部分集合からRへの写像である。

例

4
n=1，m=2 のとき，Rの区間 I から R

 への写像 t  (f (t), g(t)) は，

f (t)，g(t) が t についての連続関数であれば， t でパラメータ表示され

た，平面内の連続曲線を表している。

これは，R

 の弧 (p. 174，定義 1-4) に他ならない。m=3 として，Rの

区間 I から R

 への写像 t  (f (t), g(t), h(t)) についても同様で，

f (t)，g(t)，h(t) が t についての連続関数ならば，これは t でパラメー

タ表示された，空間内の連続曲線を表している。

例 4 からわかるように定義 1-4で定義した R

 の弧は，Rの閉区間 [0, 1] か

ら R

 への写像である。

例

5
n=2，m=3 のとき。R

 の開領域Uから R

 への写像

(u, v)  (f (u, v), g(u, v), h(u, v)) は，f (u, v)，g(u, v)，h(u, v)

が u，v についての連続関数ならば，u，v でパラメータ表示された，空

間内の連続な曲面を表している。

写像の連続性は，多変数関数の連続性 (p. 184，定義 2-2) と同様に定義する。

定義 2-3 写像の連統性

R

n の部分集合Sから R

m への写像

=(1, 2, ⋯⋯, n)  F()=(f1(), f2(), ⋯⋯, fm())

が a=(a1, a2, ⋯⋯, an) において連続であるとは，任意の正の実数 ε に対

して，正の実数 δがとれて，∈N(a, δ) なる定義域S内の点 について，

F()∈N(F(a), ε) が成り立つことである。

注意 定義 2-3を論理記号で書くと，次のようになる。

(＊) ∀ε>0 ∃δ>0 such that ∀∈S (∈N (a, δ)  F()∈N (F(a), ε))

F() がその定義域 Sのすべての点で連続であるとき，写像 F() は連続であ

るという。

実は，次の定理が示すように，写像 F()=(f(), f(), ⋯⋯, f()) の連

続性は，各成分のn変数関数 f() が連続であることと同値である。

定理 2-5 写像の連続性と各成分の連続性

R

n の部分集合Sから R

m への写像 F()=(f1(), f2(), ⋯⋯, fm())

が a=(a1, a2, ⋯⋯, an) において連続であるための必要十分条件は，す

べての i=1, 2, ⋯⋯, m について，n変数関数 fi=(1, 2, ⋯⋯, n)

が a=(a1, a2, ⋯⋯, an) において連続であることである。

証 明 写像 F() が点 aで連続であるとして，f() が点 aで連続であること

を示そう。任意の正の実数 εについて，∈N (a, δ) ならば

F()∈N (F(a), ε) が成り立つような正の実数 δをとる。

このとき，∈N (a, δ) ならば

186 第 5 章 関数 (多変数) � 多変数の関数 187

＊部分分数分解を通じ，いかなる有理関数も有理関数と対数関数，および
逆三角関数を用いて積分できることを学ぶ。

＊抽象的な議論だが，意外にも画像処
理や深層学習の基盤の理論となる。
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例題

3

次の ⑴，⑵ の平面の方程式を求めてみよう。

⑴ 点 A(2, 1, −3) を通り，平面 +2−3z=0 に平行な平面

⑵ 3点 A(1, −1, 1)，B(2, 1, −1)， C(2, 3, 1) を通る平面

解 答 ⑴ 求める平面の法線ベクトルは，平面 +2−3z=0 の法線ベク

トル (1, 2, −3) と平行であるから，求める平面は，点

A(2, 1, −3) を通り，ベクトル (1, 2, −3) と垂直で，その方程

式は

1⋅(−2)+2⋅(−1)+(−3){z−(−3)}=0

すなわち +2−3z+5=0

⑵ 求める平面の方程式は a+b+cz+d=0 とおけて， 3点A，

B，Cを通るから


a−b+c+d=0

2a+b−c+d=0

2a+3b+c+d=0

これらから a=4c，b=−c，d=−6c，c0

よって，求める平面の方程式は 4−+z−6=0 ■

さて，p. 200 の z=f (a, b)+f(a, b)(−a)+f(a, b)(−b) は

A+B−z+C=0

と表せる。ただし

A=f(a, b)，B=f(a, b)，C=f (a, b)−f(a, b)a−f(a, b)b

である。

A+B−z+C=0 は，座標空間における平面の方程式を表し，この平面は

点 (a, b, f (a, b)) を通り，法線ベクトルは (A, B, −1)

となる。

例

1
関数 z=2+ のグラフの，点 (−1, 2, 1) における接平面の方程式を

求めよう。f (, )=2+ とする。このとき

f(, )=6， f(, )=2

から f(−1, 2)=6， f(−1, 2)=4

f (−1, 2)=1 なので，求める接平面の方程式は

z=1+6(+1)+4(−2) すなわち 6+4−z−1=0

��全微分可能性と連続性

1 変数の場合 (p. 94，第 3 章定理 1-1) と同様に，全微分可能な関数は，以下

の定理が示すように，連続である。

定理 1-1 全微分可能性と連続性

関数 f(, ) が (, )=(a, b) で全微分可能ならば，(, )=(a, b)

で連続である。

証 明 定理 1-1の仮定により，定義 1-1 の式

f (, )=f (a, b)+m(−a)+n(−b)+o(d(P, X))

((, )  (a, b))

が成り立つ。この両辺を，そのまま (, )  (a, b) で極限をとると

lim


f (, )=f (a, b) が導かれる。

これは関数 f (, ) が (, )=(a, b) で連続であることを示してい

る。 ■

前項目の最後で注意したように，一般に，偏微分係数が存在するだけでは，全

微分可能であるとは限らない。次の例が，その反例を与えている。

例

2
p. 184， 5章�例題 3 の，R

 で定義された

関数 f (, )=


+ ((, )(0, 0))

0 ((, )=(0, 0))

を考える。=m として   0 とすると，

lim


f (, m)=
m

1+m

で，これは明らかにmに依存している。

よって，極限 lim


f (, ) は存在しないので，関数 f (, ) は原点

(0, 0) で連続ではない。

定理 1-1の対偶により，関数 f (, ) は原点 (0, 0) で全微分可能でな

い。しかし，f (, 0)≡0 なので，偏微分係数 f(0, 0) は存在し，

f(0, 0)=0 である。同様に，f (0, )≡0 なので，偏微分係数 f(0, 0)

は存在し，f(0, 0)=0 である。
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例題

1

D={(, )  ≧0，≧0} のとき，次の広義積分の値を求めよ。

 
dd

(1+)(1+)

解 答 K={(, )  0≦≦n，0≦≦n} とすると，{K } はDの近似列

である。

I= 

dd

(1+)(1+)
=





d

1+ 




d

1+

=Tan



×Tan




=(Tann)

lim


I= π2 


=
π

4
なので

 
dd

(1+)(1+)
=

π

4
■

練習

1

次の広義積分の値を求めよ。

⑴  e


dd，D={(, )  0≦≦}

(ヒント：K={(, )  0≦≦≦n} とする。)

⑵  
log (+)

 +
dd，D={(, )  0<+≦1，≧0}

ヒント：K=(, )  1
n ≦+≦1，≧0 とする。

��ガウス積分

広義の重積分を用いてしばしば計算される，次の 1変数の広義積分は，自然科

学や工学など幅広い範囲で応用される。重要性の高いものである。

例題

2
(ガウス積分) 等式 




e

d= π を証明せよ。

指針 e

は偶関数なので，求める積分は 



e

d の 2倍である。

これを計算するために，次の広義重積分を考える。

 e


dd，D={(, )  ≧0，≧0} (＊)

まず，K={(, )  ≧0，≧0，+≦n } として，Dの近似列 {K } を考

える。

証 明 極座標変換を用いて積分 I= 

e

dd を計算すると

I= 

e

dd=



dr 






re

dθ

=
π

2 



re

dr=
π

2 − 1
2
e





=

π

4
(1−e

)

lim


I=
π

4
なので，上記の広義積分 (＊)は存在して，その値は

π

4

に等しい。

他方，同じ広義積分 (＊)を，D={(, )  0≦≦n，0≦≦n} で

与えられるDの近似列 {D } で計算すると

J= 

e

dd= 

e

e

dd

=



e

d 



e

d=



e

d


これが n∞ で
π

4
に収束するので，




e

d


=
π

4
となる。

e

はすべての ∈R で正の値をとるので，これより





e

d=
 π

2
となる。

よって，



e

d= π であり，題意の等式が示された。 ■

ガウス積分の被積分関数 e

=exp(−) を適当

に平行移動して，更に適当な定数倍を施したものが，

いわゆる正規分布 (ガウス分布) の確率密度関数 (平均

を μ，分散を σ とする) である。

f ()=
1

 2πσ
exp −

(−μ)

2σ  
ガウス積分の計算より，f () の実軸より上の積分は 1に等しいことを示す。





f ()d=





1

 2πσ
exp −

(−μ)

2σ  d

ここで −μ= とおくと，上の式の右辺は






1

 2πσ
exp −



2σ  d= 1

 2πσ




e




 d

ガウス積分の等式の関係から
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＊偏微分の項目においてつまづきやすい全微分について，多くの例を掲載
し，抽象的な概念理解を補う工夫をした。

＊多変数関数の広義積分では，統計学で用いる正規分布の確率密度関数で
あるガウス積分にも言及した。
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3 整級数の応用

第 3章� (p. 120) では，有限テイラー展開と有限マクローリン展開について学んだ。

収束する整級数の概念を用いると，これらを無限項の級数へと拡張して，整級数とし

てのテイラー展開・マクローリン展開を扱うことができる。この節では，整級数の応

用として，テイラー展開とマクローリン展開について解説する。

��テイラー展開とマクローリン展開

関数 f () が =a の近傍で何回でも微分可能である (すなわち C 級である)

とき，=a を中心とした整級数

∑




f (a)

n!
t=∑





f (a)

n!
(−a)

=f (a)+f ′(a)(−a)+
f″(a)

2!
(−a)+

f‴(a)

3!
(−a)+⋯⋯

(t=−a とした) を考えることができる。この整級数が正の収束半径をもち，

これが定める関数が =a の近傍で f () と一致するとき，関数 f () は =a

でテイラー展開可能，あるいは解析的であるといい，

f ()= ∑




f (a)

n!
(−a) を f () の =a におけるテイラー展開 という。

a=0 のときのテイラー展開はマクローリン展開と呼ばれる。

例

1 =a を中心とした整級数 ∑



a(−a) が正の収束半径 r をもつとし，

これが開区間 (a−r, a+r) 上に定める関数を f () とする。

系 2-2 (p. 308) より a=
f (a)

n!
(n=0, 1, 2, ⋯⋯) である。

よって，f () は =a でテイラー展開可能であり，f ()= ∑



a(−a)

がその =a におけるテイラー展開を与える。

��指数関数と三角関数

次の補題は，様々な関数がテイラー展開可能であることを示す上で便利である。

補題 3-1 =0 の近傍で C∞ 級の関数 f() と正の実数 rについて，次の条

件が満たされるとする。

(†) 正の実数Mが存在して，すべての n=0, 1, 2, ⋯⋯ と， <r を満

たすすべてのについて  f (n)()≦M が成り立つ。

このとき，f() はマクローリン展開可能であり，そのマクローリン展開の収

束半径は r以上である。

証 明  <r である を任意にとり，f () の有限マクローリン展開 (p. 122)

f ()= ∑




1
k!

f (0)+R， R=
1
n!

f (θ) (0<θ<1)

を考える。このとき剰余項 R について R ≦M
 

n!
 0 (n∞)

であり，したがって，上の有限マクローリン展開は n∞ で収束し，

その値は f () に等しい。よって，f () はマクローリン展開可能であ

り，その収束半径は r以上である。 ■

例題

1

指数関数 e はマクローリン展開可能であることを示し，そのマクロー

リン展開が e=∑






n!
=1++



2
+



6
+⋯⋯ で与えられること

を示せ。また，その収束半径は +∞ であることを示せ。

証 明 f ()=e とする。任意の正の実数 rについて M=e とすると，

 <r である任意の と，任意の n=0, 1, 2, ⋯⋯ について

 f ()=e<M なので，f () はマクローリン展開可能である。

また rは任意の正の実数でよいので，その収束半径は +∞ である。

すべての n=0, 1, 2, ⋯⋯ について f (0)=e=1 なので，その

マクローリン展開は題意のように与えられる。 ■

練習

1

sin および cos はマクローリン展開可能であることを示し，そのマクロー

リン展開がそれぞれ

sin=∑




(−1)

(2n+1)!
=−



3!
+



5!
−



7!
+⋯⋯

cos=∑




(−1)

(2n)!
=1−



2!
+



4!
−



6!
+⋯⋯

で与えられることを示せ。また，それらの収束半径は +∞ であることを示せ。

注意 本書では，第 2 章� (p. 76) で，指数関数 e を直感的に導入したが，例題 1 の

マクローリン展開を用いて定義するやり方もある。同様に，練習 1のマクローリ

ン展開を用いて，三角関数 sin と cos を導入するというやり方もある。
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そこで，微分方程式

″+=f ()cos+g()sin (†)

を考えよう。p. 330，定理 2-2 より，この微分方程式 (†)の 1つの解

Y() を任意に求めれば，その一般解は Y() と ″+=0 の解との和

で書ける。

後者は (第 1 段階より) ccos+dsin (c，d は定数) という形なの

で，結局，微分方程式 (†) が

Y=F()cos+G()sin (F()，G() は高々 k次の多項式) (‡)

という形の解を少なくとも 1 つもてば，Yも同様の形になって証明が終

わる。

そこで，微分方程式 (†) の解で (‡) の形のものが少なくとも 1 つ存在

することを示そう。これは，具体的に F() と G() を次の形で求める

ことによって示される。

F()=c+c
+⋯⋯+c

，

G()=d+d
+⋯⋯+d



Y″+Y=(F″+2G′)cos+(G″−2F′)sin

と計算されるので，次が成り立つように c，c，⋯⋯，c，d，d，

⋯⋯，d が決まれば十分である。


F″+2G′=f

G″−2F′=g

この条件を c，c，⋯⋯，c，d，d，⋯⋯，d を用いて書くと，次

の 4つの条件になる。

� i(i−1)c+2(i−1)d={ fの (i−2) 次の係数} (2≦i≦k)

� 2kd={ fの (k−1) 次の係数}

� i(i−1)d−2(i−1)c={gの (i−2) 次の係数} (2≦i≦k)

� −2kc={gの (k−1) 次の係数}

条件�と�より，c と d が決まる。次にこれを�と�の i=k の

場合に代入すれば，c と d が決まる。

これをさらに�と�の i=k−1 の場合に代入すれば，c と d が

決まる。これを繰り返すと，すべての c，c，⋯⋯，c，d，d，⋯⋯，

d を決めることができる。

こうして得られた F() と G() によって (‡)のように =Y() を作

れば，これは作り方から微分方程式 (†) の解である。 ■

例

2

図 2 バネによる振動

単振動

図 2 のようなバネの運動を考える

と，フックの法則により

m⋅
d

dt =−k

(mはおもりの質量， k はバネ定

数) という微分方程式が立つ。

これは p. 334，定理 2-6のべき指数が 1 の場合の微分方程式であり，そ

の一般解は

(t)=Acos 
k

m  t+Bsin 
k

m  t (A，Bは定数)

という形になる。

例題

1

次の微分方程式を解け。

‴+″+′−3=0

解 答 F(t)=t+t+t−3 とすると，題意の微分方程式は F(D)=0 で

ある。

F(t)=(t−1)(t+2t+3) と因数分解されるので，題意の一般解は

(D−1)=0 の一般解と (D+2D+3)=0 の一般解の和に分解さ

れる (p. 332，定理 2-4)。

p. 333，定理 2-5より，前者は =Ce (Cは定数) である。

また，定理 2-6より，後者は

=Aecos  2 +Besin  2  (A，Bは定数)

である。

よって，題意の微分方程式の一般解は次で与えられる。

=Ce+Aecos  2 +Besin  2  (A，B，Cは定数) ■

練習

2

次の微分方程式を解け。

⑴ ‴−6″+2′+36=0

⑵ −−2‴+2″+′−=0

⑶ −2‴+3″+2′+=0

336 第 9 章 微分方程式 � 線形微分方程式 337

＊第３章で学んだ有限テイラー展開と有限マクローリン展開を，整級数と
して扱う。

＊微分方程式は自然科学や工学への応用に利用価値がある。
フックの法則はその代表例の一つである。
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1 1次変換

本節では，座標平面上の点を同じ平面上に移す写像の考え方から，その特別の場合

であり，
′

′ =
a b

c d 


  と式で表すことができる 1 次変換について，基本的な

性質や幾何学的な雰囲気と，この式が表すことの意味をある程度把握できるようにな

ることを目指す。

1次変換は上述のように行列を含んだ式で表すことができる。行列については第 1

章で解説するが，ここではこの式が意味することを「何となく」でも理解できるよう

になることを目指す。ここで扱う 1次変換と，第 1章で扱う行列は密接に関係するの

で，事前に第 1章の�，�を読んでおくとよい。

また，写像については，微分積分においても，高次関数などを含む多変数関数の一

般論を扱う際に学習する。

��写像

2 つの集合 X，Y において，Xのどの要素にも，Yの要素が 1 つずつ対応し

ているとき，この対応をXからYへの写
しゃ

像
ぞう

といい， f などの記号を用いて

f：X  Y

と書く。また，この写像 f で，Xの要素 aにYの要素 bが対応しているとき， b

は写像 f による aの 像
ぞう

であるといい，以下のように書く。

f (a)=b または f：a b

集合XからX自身への写像を，X上の 変換 という。座標平面上の点全体の集

合をEで表す。E上の変換によって，点 P(, ) が点 P′(′, ′) に移るとき，

すなわち変換 f によるPの像が P′ であるとき，この変換を以下のように書く。

f：(, )  (′, ′)

軸， 軸，原点，直線 = に関する対

称移動をそれぞれ f，g，h，k とすると，こ

れらは次のように表されるE上の変換である。

f：(, )  (, −)

g：(, )  (−, )

h：(, )  (−, −)

k：(, )  (, )

注意 写像については，第 6章�で更に詳しくまとめる。

6 第 0 章 平面と 1次変換

1 行列とは何か

行列とは何か，行列の定義，行列の書き方・読み方などについて解説する。

��行列とは


a a ⋯ a

a a ⋯ a

⫶ ⫶ ⋱ ⫶

a a ⋯ a


いくつかの数，数式を左のように長方形状に並べた

ものを行列といい，その各々の数を，この行列の

成
せい

分
ぶん

または要
よう

素
そ

という。

第 i 行 (上から i 番目の行) と第 j 列 (左から j 番目

の列) の交わる場所に置かれている数を i−j 成分または i−j 要素といい，a

のように表す。

n次の正方行列 A=(a) の a，a，⋯⋯，a を (i, i) 成分 対角成分と

いう。下に示すように，行と列についてそれぞれの文字の成り立ちから，行は

「横の棒があるので横の並び」，列は「縦の棒があるので縦の並び」と覚えること

もできる。

第 1行

第 2行

a b

c d 
第 第
1 2
列 列

行  i 行 (横の並び)

列 j 列 (縦の並び)

a

＊添え字の示す前の i が行，後の j が列。

a など添え字が異なっても同じ。

一般に，行列は次のように定義できる。

定義 1-1 行列


a a ⋯ a

a a ⋯ a

⫶ ⫶ ⋱ ⫶

a a ⋯ a


m×n 個の実数を長方形に並べた左のようなもの

をm×n 行列 (m, n) 型行列 m行 n列の行列

または単に行列という。

注意 0章で示した行列は ( ) で表したが，今後は [ ] で表すことにする。

��行列の書き方

行列において，横の並びを 行，縦の並びを 列とした。

16 第 1章 行列の概念

線
形
代
数

線
形
代
数

＊線形代数学を学習する上で必要性の高い１次変換をまとめた。 ＊行列は，線形代数学で初めて学習する。
　書き方から始め，演算方法までまとめた。
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練習

2

次の行列が，階段形であるか否か答えよ。また，階段形であれば，その主番号，

主列，および主成分を答えよ。


0 1 2 3

0 4 5 0

6 0 0 0

0 0 0 0
，

1 2 3

4 5 0

0 0 6 ，
0 1 2 4

0 0 8 4

0 0 0 0 
練習

3

m×l 行列Aと m×n 行列Bを並べてできた m×(l+n) 行列 [ A B ] が階

段形ならば，Aも階段形であることを示せ。

階段形の行列の中でも特別なものとして，次のものは重要である。

定義 2-2 簡約階段形

m×n 行列 A=[a] が次の条件を満たすとき，簡約階段形であるという。

(E1) Aは階段形である。

(E2) 主成分はすべて 1 である。

(E3) 各主列における主成分の上下の成分はすべて 0である。

簡約階段形の行列は，図 2 のようなものである。すなわち，簡約階段形の

図 2 簡約階段形

行列は，まず階段形であって，その主成分 (図 2 で赤色で書いた成分) はすべて

1 であり，かつ，主成分が属する列 (主列) において，その主成分以外の成分は

すべて 0 になっている。特に，主成分の上の成分 (図 2 で陰影部で示した部分)

も 0になっていることに注意しよう。

52 第 2章 連立 1次方程式

3 逆行列

基本操作と基本行列との関係から，正則行列の構造が導かれたが，この議論をさら

に深めることで，正則行列の逆行列を計算するための，一般的なアルゴリズムが導か

れる。この節では，逆行列を求めるためのアルゴリズムについて学ぶ。

��逆行列と基本変形

定理 2-2より，任意の正則行列Aは，基本行列の積

A=QQ⋯⋯Q (＊)

の形になっていることが明らかになった。ここで，各 Q (k=1, 2, ⋯⋯, s) は

基本行列，すなわち，�で導入した P，P(c)，P(a) のいずれかの形をして

いる行列である。

式 (＊)の右辺に単位行列Eを補って，A=QQ⋯QE とすると，これは次の

ことを表している。

�行列Aは，単位行列Eに，Qs に対応する基本操作を行い，その結果に Qs−1 に

対応する基本操作を行い，以下これを繰り返して，Q1 に対応する基本操作ま

でを行うことで得られる行列である。

ところで，式 (＊)より，

A=Q
⋯⋯Q

Q
 (＊＊)

がわかる。定理 2-1より，基本行列の逆行列もまた基本行列である。また，その

逆行列は，元の基本行列に対応する基本操作の逆操作に対応しているのであった。

よって，式 (＊＊)は，(上と同様に，右辺に単位行列Eを補って考えることで)

次のように解釈できる。

�A−1 は，単位行列Eに，Q1 に対応する基本操作の逆操作を行い，その結果に

Q2 に対応する基本操作の逆操作を行い，以下これを繰り返して，Qs に対応す

る基本操作の逆操作までを行うことで得られる行列である。

以上より，次のことがわかった。

�任意の正則行列Aについて，Aを単位行列Eから行基本変形によって構成する

手順の逆の手順を，単位行列Eから行うと，Aの逆行列 A−1 が得られる。

� 逆行列 89

線
形
代
数

線
形
代
数

＊簡約階段形に代表される行列の計算のアルゴリズムを使って連立１次方
程式の解法を学習する。

＊逆行列を求める行列の計算の
アルゴリズムを学習する。

16 17



教
科
書

教
科
書

2 行列式

この節では，行列式の定義を与え，その基本性質や， 2次と 3次の場合の計算方法

などについて学ぶ。

��行列式の定義

定義 2-1 行列式

n次正方行列 A=[a] に対して，

∑

sgn(σ)aa⋯⋯a (＊)

で定まる数を，Aの行列式といい

det (A)，A ，a ，
a a ⋯ a

a a ⋯ a

⫶ ⫶ ⋱ ⫶

a a ⋯ a


などの記号で表す。

ここで，(＊) の∑における σは，n個の文字 1，2，⋯⋯，n の置換全体を動

く。

行列式の定義式 (＊) は，n個の文字 1，2，⋯，n の置換全体にわたる和なの

で，全部で n! 個の項の和である。

注意 行列式の記号は a  などのように，絶対値の記号と混同されやすいので注意が

必要である。行列式は絶対値とは関係がなく，また，負の値も取り得る。特に

n=1 (A=[a]) のときの行列式は a の絶対値ではなく，a そのものである。

したがって，a  で 1×1 行列 [a] の行列式を表すことは避けるべきである。

また，det はディターミナントと読む。

例

1 n=2 の場合，A=
a a

a a
 の行列式は，2!=2 個の置換


1 2

1 2 ，
1 2

2 1 
にわたる和であり，前者の符号が 1 ，後者の符号が −1 なので

det 
a a

a a
=

a a

a a
=aa−aa

となる。

� 行列式 107

��ベクトル空間

以上，列ベクトル，数列，関数の例を述べたが，それらの全体は各々共通の構

造 [1]〜[3]をもっている。そして，この構造をもっているということが，K上

のベクトル空間という概念の意味である。

すなわち，ベクトル空間は，次のように定義される。

定義 1-1 ベクトル空間

集合Vに，次のような構造が定まっているとする。

[1] Vの任意の 2 つの要素 v，w に対して，和と呼ばれる第三の要素 v+w

が，Vの中に定まっている。

[2] Vの任意の要素 vと，Kの任意の要素 cに対して，スカラー倍と呼ばれ

る第三の要素 cv が，Vの中に定まっている。

[3] これらの演算 (和とスカラー倍) について，p. 138 に列挙した条件 (V1)

〜(V8) が満たされている。

このとき，VをK上のベクトル空間という。

ここで，定義 1-1の集合Vは，さしあたってはどんな集合でもよいし，[1]と

[2]における，和 v+w やスカラー倍 cv の定め方も，それらがVの中に収まっ

てさえいれば，さしあたりどのようなものでもよい。ただし，これらに関して，

p. 138 の条件 (V1)〜(V8) が適宜，満たされなければならないというのが，唯

一の要請である。

逆に言えば，この条件さえ満たされれば，Vの要素がなんであろうと，そして

要素の和やスカラー倍がどのようなものであろうと，VはK上のベクトル空間で

ある。

ベクトル空間Vの各要素を，Vのベクトルという。Vのベクトルとは，単に

集合Vの要素なのであって，その実体はなんでもよいし，それが何であるかとい

うことは重要ではない。大事なことは，その全体の集まりであるVが，[1]〜[3]

の構造と性質をもっていることであり，それだけが重要である。

前項までで述べた 3つの例

�n次の列ベクトル全体 K

�数列全体 KN

�関数全体 F(R)

� ベクトル空間と部分空間 141

線
形
代
数

線
形
代
数

＊行列式は正方行列の性質を示す特別な値である。

＊ベクトル空間の考え方は，抽象度が高い。しかし，これを習得することで，
行列やベクトルの具体的計算の概念や意味を議論できるようになる。
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1 線形写像

この節では，線形写像を定義し，その基本的な性質や，それにまつわる基本的な事

実などについて学ぶ。

��線形写像を学ぶ意義

第 0章では，平面上のベクトルの変換で， 2 次正方行列Aを用いて

v f (v)=Av

という形の変換について述べた。A=
a b

c d  ならば，これは




   
a+b

c+d 
というものである。ここでは，変換 f によって，平面上の位置ベクトルが，どこ

に写されるのかという問題が，興味の対象である。 1次変換や，その一般化であ

る線形写像は，このように，ベクトルを他のベクトルに写す，ある種の写像であ

る。

他方，この問題を逆向きに捉えて，平面上の定点 b=
k

l  について，「 f で b

に写されるような点 =


  を求めよ」という問題を考えると，これは連立 1

次方程式

A=b すなわち 
a+b=k

c+d=l

を解く問題になる。

すなわち，ある点をある点に写す変換という，幾何学的で動的な問題設定は，

少し見方を変えることで，連立 1 次方程式の問題に直結しているのである。「変

換」の問題と「方程式」の問題という，一見関係のなさそうなことが，ここでは

「 1 次変換」あるいは「線形写像」という概念のもとに，統一的に見ることがで

きる状況が与えられている。このことは，ベクトル空間の概念や，その間の線形

写像の概念を用いれば，「変換」と「方程式」を，必要に応じて行き来できるこ

と，すなわち，幾何的・図形的な変換の考え方や直観を用いて，連立 1次方程式

の解法を理解したり，逆に，連立 1 次方程式について，すでに知っていることを

192 第 6 章 線形写像

使って，より高度な変換の状況を理解したりできることを意味している。

ここでは幾何的な「変換」というテーマと，連立 1次方程式というテーマを例

として挙げたが，線形写像の概念が包括することのできるテーマは，これらだけ

には止まらない。非常に広い具体的な問題が，ベクトル空間や線形写像による簡

素な問題に翻訳できる。その意味で，線形写像の一般論について習熟しておくこ

とは，これらの広い応用に対して，強力な道具を習得することを意味するわけで

ある。

��写像

線形写像とは，ベクトル空間の間の写像で，「線形性」と呼ばれる条件を満た

すものである。本書では，すでに第 0章で，写像の概念について，主に平面上の

1次変換に関連して簡単に触れた。以下では，写像に関する用語や概念が，さら

にいくつか必要となるので，最初にこれらについて手短かにまとめておこう。

f：X  Y を写像とする。ここでXは写像 f の定義域といい，Yは写像 f

の終域という。また， が集合Xの要素であるとき，f () を の像という。

が定義域Xを動くときの，その像の全体

{f ()  ∈X}

を，写像 f の値域という。写像 f の値域は，終域Yの部分集合である。

注意 関数とは，写像の特別な例である。例えば，実数全体で定義された (実数値をと

る) 関数とは，写像 f：R R のことである。

集合Xから集合Yへの 2 つの写像 f：X  Y，g：X  Y が与えられたと

き，それらが (写像として) 等しいとは，Xのすべての要素について，その像が

等しいことである。すなわち，任意の ∈X について，f ()=g() であること

である。写像 f と写像 gが等しいことを，(通常のように) f=g と書く。

f：X  Y を写像とする。Xの部分集合 S⊂X について， がSを動くとき

の，その像の全体 {f ()  ∈X} を，写像 f によるSの像といい，しばしば

f (S) と書く。これらもまた， f の終域Yの部分集合である。例えば，f (X) と

は f の値域のことである。

Yの部分集合 T⊂Y について，f () がTに入るような の全体

{∈X  f ()∈T} を，写像 f によるTの逆像といい，しばしば f (T) と書く。

� 線形写像 193
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＊線形写像を学習する意義からていねいに解説してゆく。
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��固有値と固有空間

VをK上のベクトル空間とし，φ：V  V を，Vの 1 次変換とする。Kのス

カラー λについて，Vの部分集合 W を W={v∈V  φ(v)=λv} で定める。

練習

1
W は，Vの部分空間であることを示せ。

＋ 1ポイント

W は (φ−λ id)(v)=φ(v)−λv

で定まる 1次変換 (φ−λ id)：V  V の核である。

このことからも，W がVの部分空間であることがわかる。

定義 1-1 固有値と固有ベクトル

W{0} であるとき，すなわち，φ(v)=λv を満たす零ベクトルでないベク

トル vが存在するとき， λを 1 次変換φの固有値という。

また，このとき，Vの部分空間 W を， 1 次変換φの固有値 λ に対する 固有

空間 といい，W に属する零ベクトルでないベクトルを， 1 次変換 φの固有

値 λに対する固有ベクトルという。

すなわち，φ(v)=λv を満たす零ベクトルでないベクトル vが存在する場合，

λは固有値であり， vは λに対する固有ベクトルである。

例

1
Vを V{0 } なるベクトル空間とする。

⑴ 恒等変換 id は 1 を固有値にもち，Vに属する零ベクトルでないす

べてのベクトルは，id の固有値 1 に対する固有ベクトルである。

⑵ 零写像 0：V  Va) は 0 を固有値にもち，Vに属する零ベクトル

でないすべてのベクトルは，id の固有値 0 に対する固有ベクトルで

ある。

練習

2

λ，μ を， 1 次変換φの相違なる (λμ) 固有値とし，W，W を，それぞれ λ，

μに対する固有空間とする。このとき，W∩W={0 } であることを示せ。

a) すなわち，Vのすべてのベクトルを 0に写す 1次変換。

� 固有値と固有ベクトル 275

例題

1

m次正方行列 N を，次で定義する。

N=
0 1 00 1

0 1

⋱ ⋱

0 1
0 0


すなわち，N は対角成分の 1 つ右上の成分がすべて 1 で，その他の成

分はすべて 0であるような行列である。このとき，N
=O かつ

N
 O であることを示せ。

解 答 m次正方行列 N で決まる，K 上の 1 次変換 φ
：K  K

を考える。K の標準基底 {e, e, ⋯⋯, e } について

φ
(e)=

0 (i=1)

e (i>1)

よって，すべての i=1, 2, ⋯⋯, m について

φ


(e)=0

である。これは N
=O であることを示している。しかし

φ


(e)=e

なので，N
 O である。 ■

練習

2

A，B がn次のべき零行列で，互いに可換である，すなわち AB=BA である

とする。このとき，A+B もべき零行列であることを示せ。 (ヒント：第 8 章

�練習 4を用いよ。)

��ジョルダン標準形定理

λ∈K について，次の形のm次正方行列を，固有値 λ のm次ジョルダン細胞

といい，J (λ, m) で表す。

J (λ, m)=
λ 1 0

λ 1

λ 1

⋱ ⋱

λ 1
0 λ


328 第 9 章 ジョルダンの標準形

線
形
代
数

線
形
代
数

＊固有値と固有空間に関わる議論は，広く自然科学の諸分野への応用に活
かすことができる。

＊ジョルダン標準形の計算は到達点。
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重要 例題 005 高校数学 数列の極限の性質 ★★☆

2以上の自然数nについて，  n
 =1+a とおく。

⑴ 不等式 0<a<


2
n−1

を示せ。

⑵ lim


 n


を求めよ。

指針 高校数学の復習問題である。

⑴  n
 =1+a の両辺をn乗して，次の 二項定理 の展開式を利用する。

二項定理 (高校数学Ⅱ) (a+b)=∑


 
n

k ab


n

r = C  であり，本問は a=1，b=a の場合。
n

r >0，a>0 に着目する。

⑵ 与えられた漸化式を変形して，一般項 a をnの式で表すのは難しい。そこで，⑴で示し

た不等式を利用し，はさみうちの原理 を利用して極限を求める。

はさみうちの原理 すべての自然数nについて p≦a≦q のとき

lim
n∞

pn=lim
n∞

qn=α ならば lim
n∞

an=α

これは，不等式 p≦a≦q の 不等号において，等号がなくても成立する。

C H A R T 求めにくい極限 不等式利用で はさみうち

解答 ◀1+a>1 から a>0⑴ n≧2 に対して，  n
 >1 であるから a>0

◀(  n
 )=(1+a)



すなわち n=(1+a)


また，n≧2 に対して，n=(1+a)
 であるから，二項定理

により

(1+a)
=

n

0 a
+

n

1 a
+

n

2 a
+⋯⋯+

n

n a


>
n

2 a
=

n(n−1)

2
a

 ◀
n

r a
>0 から。

◀n>
n(n−1)

2
a

 から

a
<

2n

n(n−1)
=

2
n−1

a>0，
2

n−1
>0 から

a<


2
n−1

◀1<a<q で

lim


q=1

はさみうちの原理によ

り lim


a=1

よって，n>
n(n−1)

2
a

 だから a<


2
n−1

以上から 0<a<


2
n−1

■

⑵ n≧2 のとき，⑴から 1<  n
 =1+a<1+


2

n−1

lim
 1+

2
n−1 =1 だから lim


 n
 =1

重要 例題 006 数列の極限と ε−N 論法 ★★☆

a=
3n+2n−1

n−1
で定まる数列が 3に収束することを，ε−N 論法を用いて示せ。

基本 012

指針 高校数学の知識から，与えられた数列 {a } は，n∞ のとき 3 に収束することはすぐわか

る (解答の副文参照)。

そのことを ε−N 論法を用いて示せとあるから，数列の収束の定義を確認しておこう。

定義 任意の正の実数 εに対して，ある自然数Nが存在して，n≧N となるすべての自然数

nについて a−α <ε となるとき，数列 {a } はαに収束するという。

まず，a=
3n+2n−1

n−1
の式を簡単にすることから始める。

C H A R T ε−Ν 論法 εが先，Nが後

解答 a=
3n+2n−1

n−1
=

(3n−1)(n+1)

(n−1)(n+1)
=

3n−1
n−1

◀因数分解せずに次のよ

うに極限値 3 を求めて

もよい。

lim


3n+2n−1
n−1

=lim


3+
2
n
−

1
n

1−
1
n

=
3+0−0
1−0

=3

数列 {a } は 3に収束するから，任意の正の実数 εについて，

ある自然数Nが存在して，n≧N となるすべての自然数 nに

ついて

a−3 <ε

が成り立つ。

a−3 <ε に，a=
3n−1
n−1

を代入して

 3n−1
n−1

−3 <ε すなわち  2
n−1 <ε

a の式の形より n1，すなわち n≧2 だから

2
n−1

<ε よって n>
2
ε
+1 ◀n≧2 だから n−1>0

すなわち

 2
n−1 = 2

n−1

2
n−1

<ε，ε>0

から
2
ε
<n−1

よって
2
ε
+1<n

したがって，任意の正の実数 ε について，N>
2
ε
+1 である

自然数Nをとると，n≧N であるすべての自然数nについて

n≧N>
2
ε
+1，すなわち n>

2
ε
+1 から  3n−1

n−1
−3 <ε が

成り立ち，a−3 <ε が成り立つ。

以上から，a=
3n+2n−1

n−1
で定まる数列 {a } は 3 に収束

する。 ■
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基本 例題 030 ε−δ 論法による等式の証明 ★★☆

次の等式を，ε−δ 論法を用いて証明せよ。

⑴ lim


(5−3)=2 ⑵ lim


(+1)=2 基本 029

指針 ⑴，⑵とも，左辺の極限値は存在して，右辺と一致することは，すぐにわかる。そのことを

ε−δ 論法を用いて証明せよとあるから，関数の収束の定義を今一度確認しておこう。

定義 任意の正の実数 εに対して，ある正の実数 δが存在して，f () の定義域内の

0<−a <δ であるすべての について  f ()−α <ε となるとき，関数 f () は

 a でαに収束するという。

⑴ 証明すべきことは，「任意の正の実数 εに対して，ある正の実数 δが存在して，

0<−1 <δ であるすべての について  5−3−2 <ε が成り立つ。」である。

 5−3−2 =5 −1  により，−1 <δ ならば 5 −1 <5δ であることを利用すればよい。

⑵ 証明すべきことは，「任意の正の実数 εに対して，ある正の実数 δが存在して，

0<+1 <δ であるすべての について +1−2 <ε が成り立つ。」である。

+1−2 =(+1)(−1)=+1 −1  であり，これの絶対値を抑えたい。  の収束先

は −1 なので，基本的には は −1 に近い状況のみを考えればよく，例えば +1 <1 す

なわち −2<<0 であれば −1 <3 である。

したがって δを 1 より小さくしておけば，+1 <δ であれば特に +1 <1 でもあって，

このとき +1−2 =+1 −1 <3 +1 <3δ となる。これを利用すればよい。

C H A R T ε−δ 論法 εが先， δが後

解答 ⑴ 任意の正の実数 εに対して，δ=
ε

5
とする。このとき， ◀与式の  に 1 を代入す

れば極限値が 2 である

ことはすぐにわかる。0<−1 <δ=
ε

5
であるすべての に対して

 5−3−2 =5 −1 <5δ=ε である。 ◀指針にある通り， δ は

後の計算を見越して，

ε

5
としている。

◀⑴と同様に，等式の極

限値が 2 であることは

すぐにわかる。

つまり lim


(5−3)=2 であることが証明できた。 ■

⑵ 任意の正の実数 εに対して，δ=min1, ε

3  とする。

このとき，0<+1 <δ であるすべての について，とく

に +1 <1 であるから −1 <3 である。またこのとき

+1 <
ε

3
でもあり，したがって， ◀ δ は 1 か

ε

3
の小さい

方をとればよい。更に，

指針にある通り， δ は

後の計算を見越して，

ε

3
としている。

+1−2 =+1 −1 <3×
ε

3
=ε

となる。つまり lim


(+1)=2 であることが証明できた。

■

基本 例題 031 ε−δ 論法による基本定理の証明 ★★★

下の指針の定理について，以下の問いに答えよ。

⑴ 下の，関数の極限の性質の ⑵，および⑶を，ε−δ 論法を用いて証明せよ。

⑵ 下の，合成関数の極限を，ε−δ 論法を用いて証明せよ。�

指針 定理 関数の極限の性質

関数 f ()，g() および実数 aについて，lim


f ()=α，lim


g()=β とする。

⑴ lim


(kf ()+lg())=kα+lβ (k，lは定数)

⑵ lim


f ()g()=αβ ⑶ lim


f ()

g()
=

α

β
(ただし，β0)

定理 合成関数の極限

関数 f ()，g() および実数 aについて，lim


f ()=b，lim


g()=α とする。

このとき，合成関数 (g∘f)() について，lim


(g∘f)()=α が成り立つ。

ε−δ 論法による証明であるから，「 εを任意の正の実数とする」から始める。そして，これに

対応する δの値を検討する。次のような方針で証明を進める。

⑴ 積の極限を求める問題では「積の微分法」の証明を思い出して，それにならえばよい。ま

た
f ()

g()
の極限を求める問題は，f ()×

1

g()
して，

1

g()


1
β

を示す問題に帰着させる。

あとは，関数の値と極限値との差を絶対値評価してみて「途中でどのような仮定が必要にな

るか」を考えてみよう。

⑵ 合成関数 g(f ()) の値を g(f (a)) に近づけるには， g の中にある f () をどれだけ f (a)

に近づければよいかを考え，それに応じて をどう aに近づけるか考える。

解答 ⑴ 定理⑵の証明

f ()  α，g()  β のとき f ()g()  αβ を示す。

εを任意の正の実数とする。

◀ε−δ 論法による証明の

開始。

まず lim


f ()  α であるから，うまく正の実数 δ>0 を

とると，−a <δ の範囲で α−ε<f ()<α+ε とできる。

このとき −a <δ の範囲で

 f ()≦max{α−ε , α+ε }

が成り立つ。そこで M=max{α−ε , α+ε ,  β } とお

いておく。

これを用いて，収束を示す。ε0 から α−ε ，α+ε  の

少なくとも一方は 0でなく，M>0 となることに注意する。

lim


f ()  α であるから，うまく正の実数 δ をとると，

−a <δ ならば  f ()−α <
ε

2M
とできる。

54──第 2章 関数 ( 1変数) � 極限の意味── 55＊高校青チャートの見慣れた紙面。 ＊ε－δ論法は，独特の記述形式について，関数の収束の定義に従って正
しく議論した。
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0 において 20 ◀[2]の確認。

◀[3]の確認。また lim


(e−1)′

(2)′
=lim



e

2
=

1
2

よって，ロピタルの定理により，②の極限値も存在して，

1
2

に等しいから lim


e−1−

 =
1
2

◀[1]の確認。⑶ lim


(sinh−)=0 かつ lim


(sin−)=0

0< <π において sin−0 ◀[2]の確認。

(sinh)′= e
−e

2 ′= e+e

2
=cosh から

lim


(sinh−)′

(sin−)′
=lim



cosh−1
cos−1

……③

ここで lim


(cosh−1)=0 かつ lim


(cos−1)=0 ◀[1]の確認。

0< <π において cos−10 ◀[2]の確認。

(cosh)′= e
+e

2 ′= e−e

2
=sinh から

lim


(cosh−1)′

(cos−1)′
=lim



sinh

−sin
……④

ここで lim


sinh=0 かつ lim


(−sin)=0 ◀[1]の確認。

0< <π において −sin0 ◀[2]の確認。

◀[3]の確認。また lim


(sinh)′

(−sin)′
=lim



cosh

−cos
=−1

よって，ロピタルの定理により，④の極限値も存在して

−1 に等しく，③の極限値も存在して −1 に等しい。

したがって lim


sinh−

sin−
=−1

参考 tanh=
e−e

e+e であるから

(tanh)′= e
−e

e+e ′=
(e+e)−(e−e)

(e+e)
= 2

e+e 


=
1

cosh

基本 例題 063 不定形 
0

0  の極限② ★★☆

ロピタルの定理を用いて，lim


Tan

 


を求めよ。

指針 定理 ロピタルの定理 aを含む開区間 I 上で定義されている関数 f ()，g() が微分可能で

あるとき，次の条件を満たすとする。

[1] lim


f ()=lim


g()=0

[2] a であるすべての I の点 で g′()0

[3] 極限 lim


f ′()

g′()
が存在する。

このとき，極限 lim


f ()

g()
も存在し lim



f ()

g()
=lim



f ′()

g′()
が成り立つ。

解答 lim


Tan=0 かつ lim


 
 =0 である。 ◀定理の条件 [Ⅰ]

ここで，(Tan)′=
1

1+ ，( 
 )′=

1

3  
であり，

極限値 lim


(Tan)′

( 
 )′

=lim


1
1+

1

3  

=lim


3  

1+ =0 は存在

する。

◀定理の条件 [Ⅲ]これと 0 で 

0，ロピタルの定理より題意の極限値も

存在して

lim


Tan

 


=lim


(Tan)′

( 
 )′

=0

参考 f ()= 


のグラフの原点における接線は  軸であり，傾き f ′(0)

は存在しない。そのため，この問題は次の節で学ぶ漸近展開を利用

して解くことはできない。

このような場合でもロピタルの定理が有効なことに注意しておこう。

上のように，計算自体はロピタルの定理を適用すれば容易に行うこ

とができる。

112──第 3章 微分 ( 1変数) � ロピタルの定理── 113
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基本 例題 090 広義積分 ((a, b]) ★★☆

定積分 



(1−)d の値を求めよ。

指針 定義 半開区間 (a, b] (a<b) 上の連続関数 f () について，極限値

lim





f ()d=lim





f ()d

が存在するとき，広義積分 



f ()d が 収束する という。

解答 



(1−)d=lim






d

(1−)
=lim

 
1

1− 




=lim
 −

1
2
+

1
ε =∞

参考 一般に，実数 a，b (a<b) および実数 kについて，次の等式が成り立つ。





(b−)d=




(−a)d=

(b−a)

k+1
(k>−1)

発散 (k≦−1)

証明 



(b−)d= 

−
(b−)

k+1 




(k−1)

−log (b−)




(k=−1)

k−1 のとき，与式は ε+0 で

−
ε

k+1
+

(b−a)

k+1
 

(b−a)

k+1
(k+1>0)

−∞ (k+1<0)

また，k=−1 のとき，与式は −logε+log (b−a) で，これは ε+0 で (正の無限

大に) 発散する。





(−a)d についても同様に計算できる。 ■

基本 例題 091 広義積分の収束と発散 ★★☆

実数 a，kについて，次の等式を示せ。ただし，a>0 とする。

⑴ 



d=−

a

k+1
(k<−1)

発散 (k≧−1)

⑵ 



ed=

1
k
e (k>0)

発散 (k≦0)

指針 無限区間に渡る広義積分は「積分の極限」として定義される。

すなわち，半開区間 [a, b) (a<b) 上の連続関数 f () について，極限値

lim





f ()d=lim





f ()d

が存在するとき，広義積分 



f ()d が収束するという。

したがって，広義積分を求めるには，原則として，有限区間での積分を求めた後に極限をとれ

ば良い (場合によっては，極限をとった後の値しか求まらないこともある)。

また，広義積分が収束するか

発散するかを大雑把に把握す

るには，いくつかの場合にグ

ラフをかいてみると良い。例

えば，⑴が k>0 の場合に発

散することや，⑵が k<0 の

場合に発散することは，グラ

フから明らかである。

解答 ⑴ [1] k=−1 のとき

b>a に対し ◀
d


=log  +C





d


=logb−loga∞ (b∞)

[2] k−1 のとき

◀d=
1

a+1
+C

(a−1)





d= 

k+1 




=
b−a

k+1

ここで，b∞ における極限を考えると，b は

k+1>0 のとき発散，k+1<0 のとき 0に収束する。

よって，b∞ で





d=

b−a

k+1
  −

a

k+1
(k>−1)

発散 (k<−1)

以上をまとめて，求める結果を得る。 ■

176──第 4章 積分 ( 1変数) � 広義積分── 177＊実用性の高いロピタルの定理を使った極限の計算は，多くの問題を掲載
した。

＊新たに学習する広義積分については，適宜，図解し直観的な理解の手助
けを図った。
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重要 例題 000 連立 1次方程式とその解 ★☆☆

次の連立 1次方程式を解け。

⑴ 
+ +2z− w= 3

− + z−3w= 4

2− − z+2w= 4

−+2+3z =−4

⑵ 
2+4+ z+7w= 1

−−2−3z−6w= 7

3+6− z+8w= 9

2+4+3z+9w=−5

⑶ 
− + z+u+2v= 1

−+2+ z +3v= 3

2+ −2z +4v=−1

3+2−3z−u+4v=−1

指針 連立 1次方程式は，次の定理を用いて解けばよい。

定理 (行基本変形と連立 1 次方程式)

Aを m×n 行列，b= [ b b ⋯⋯ b ] を任意の定数項ベクトルとし，連立 1 次方程式

A=b …… (＊) が未知数ベクトル = [   ⋯⋯  ] を解にもつとする。拡大係

数行列 [A  b] に行基本変形を施して， [B  b′] (Bは m×n 行列，b′ は m×1 行列) が得

られたとき，連立 1 次方程式 B=b′ は連立 1 次方程式 (＊)と同値である (すなわち，両者

の解は一致する)。

また，得られた解の候補がもとの連立方程式を満たすこと (十分性) の確認を忘れないこと。

解答 ⑴ 題意の連立 1 次方程式は，A=
1 1 2 −1

1 −1 1 −3

2 −1 −1 2

−1 2 0 3
，=





z

w
，b=

3

4

4

−4
 と

して，A=b と表される。

よって，その拡大行列は，[A  b]=
1 1 2 −1 3

1 −1 1 −3 4

2 −1 −1 2 4

−1 2 0 3 −4
 である。

[A  b] の簡約階段化を計算すると，次のようになる。

[A  b] 
④①
③①
②①


1 1 2 −1 3

0 −2 −1 −2 1

0 −3 −5 4 −2

0 3 2 2 −1
 ◀行基本変形していく各

行列の行を上から順に

①，②，③，④として

いる。


③④ 

1 1 2 −1 3

0 −2 −1 −2 1

0 0 −3 6 −3

0 3 2 2 −1



③ 

1 1 2 −1 3

0 −2 −1 −2 1

0 0 1 −2 1

0 3 2 2 −1



②③ 

1 1 2 −1 3

0 −2 −2 0 0

0 0 1 −2 1

0 3 2 2 −1



③④
②


1 1 2 −1 3

0 1 1 0 0

0 0 1 −2 1

0 3 3 0 0



④②
①②


1 0 1 −1 3

0 1 1 0 0

0 0 1 −2 1

0 0 0 0 0


よって，題意の連立 1次方程式は 
 +z− w=3

+z =0

z−2w=1

…… (＊) と同値である。

ここで，w=c ( cは任意定数) とおくと 
= 2− c

=−2−2c

z= 1+2c

w= c

…… (＊＊)

逆に，任意の c に対して，(＊＊)は (＊) を満たすから，題意の連立 1 次方程式も満

たす。

よって，(＊＊)が求める解である。

8──第 2章 連立 1次方程式 � 連立 1次方程式とその解── 9＊一緒に解説されることの多い，連立１次方程式と行列の基本変形は，切
り離し，それぞれを丁寧に扱った。
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重要 例題 000 固有値と固有ベクトルと対角化 ★☆☆

次の行列Aの固有値および固有空間の基底を求めよ。また，対角化可能ならば対角

化せよ。

⑴ A=
0 1 2

−2 3 2

−1 1 3  ⑵ A=
2 3 3

−1 4 2

1 −5 −3 
⑶ A=

−3 −2 −2 1

2 3 2 0

3 1 2 −1

−4 −2 −2 2
 ⑷ A=

3 2 4 1

−5 −2 −8 1

2 0 4 −2

5 2 8 −1


指針 n次正方行列Aに対し， t についての方程式 det(tE−A)=0 を行列Aの 固有方程式 という。

左辺を F(t)=det(tE−A) とし，これを行列Aの 固有多項式 という。行列Aの固有値は，

行列Aの固有方程式 F(t)=0 の解である。行列Aの固有値 λ が，固有方程式 F(t)=0 の，

ちょうどm重根であるとき，このmを固有値 λの 重複度 という。

また，対角化可能かどうかは次の定理により調べることができる。

定理 (正方行列の対角化可能条件)

n次正方行列Aの固有方程式 F(t) が，K上で F(t)=(t−λ)
(t−λ)

⋯⋯(t−λ)m，

λλ (ij) のように 1 次因子の積に分解されたとする (K=C のときは，F(t) は必ずこ

のような 1 次因子の積に分解される)。すなわち，行列Aの互いに相異なる固有値の全体は

λ，λ，⋯⋯，λ であり，λ の重複度が m である (i=1, 2, ⋯⋯, r) とする (F(t) の次

数はnであるから，m+m+⋯⋯+m=n である)。このとき，以下は同値である。

[1] 行列AはK上で対角化可能である。すなわち，K上のn次正則行列Pが存在して，

PAP が対角行列になるようにできる。

[2] 各 i=1, 2, ⋯⋯, r について，固有値 λ に対する固有空間を W とするとき，

dimW+dimW+⋯⋯+dimW=n が成り立つ。

すなわち，K=W⊕W⊕⋯⋯⊕W が成り立つ。

[3] 各 i=1, 2, ⋯⋯, r について，dimW=m である。

また，行列Aが対角化可能ならば，その対角化 PAP の対角成分には，各

i=1, 2, ⋯⋯, r について，固有値 λ はちょうど m 個並ぶ。

解答 ⑴ 行列Aの固有方程式を F(t) とすると

F(t)=det(tE−A)=
t −1 −2

2 t−3 −2

1 −1 t−3 =(t−1)(t−2)(t−3)

よって，行列Aの固有値は 1，2，3 (いずれも重複度 1 ) である。

固有値 1，2，3に対する固有空間を，それぞれ W，W，W とする。

固有空間 W は同次連立 1次方程式 (A−E)=0 の解空間である。

行列 A−E の簡約階段化は 
1 −1 0

0 0 1

0 0 0  であるから，その解は

=c 
1

1

0  ( cは任意定数) よって，W の基底は 
1

1

0 
固有空間 W は同次連立 1次方程式 (A−2E)=0 の解空間である。

行列 A−2E の簡約階段化は 
1 0 −1

0 1 0

0 0 0  であるから，その解は

=c 
1

0

1  ( cは任意定数) よって，W の基底は 
1

0

1 
固有空間 W は同次連立 1次方程式 (A−3E)=0 の解空間である。

行列 A−3E の簡約階段化は 
1 −1 0

0 1 −1

0 0 0  であるから，その解は

=c 
1

1

1  ( cは任意定数) よって，W の基底は 
1

1

1 
また，dimW=1，dimW=1，dimW=1 であり，これらはそれぞれ固有値 1，2，

3の重複度に等しいから，行列Aは対角化可能である。

実際，固有空間 W，W，W の基底を並べた行列を，P=
1 1 1

1 0 1

0 1 1  とすると，

PAP=
1 0 0

0 2 0

0 0 3  となる。

8──第 8章 固有値問題と行列の対角化 � 固有値と固有ベクトル── 9＊固有値問題は他分野への応用へかかせない。
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1.検索 2.選択 3.編集 4.印刷

オンライン 大学微分積分/大学線形代数

高校で定番のプリント作成ソフト　　　　　　　が大学向けに新登場！

商品名

　　　　　　オンライン
大学微分積分

大学線形代数

価格 収録内容No.

99978
本体

15,000円＋税
（予価）

本体
15,000円＋税
（予価）

99979

〈収録例〉

書籍掲載の問題をデータベースとして収録し，検索するだけでプリント（配布物）が作成で
きます。数式編集や関数グラフ・図形作成ができるエディタも完備した，オールインワンの
数学教材作成ソフトです。

「数研講座シリーズ大学教養微分積分」
「チャート式シリーズ大学教養微分積分」
　　の全問（約 280問）

「数研講座シリーズ大学教養線形代数」
「チャート式シリーズ大学教養線形代数」
　　の全問（約 250問）　

1 問 1 問に細かな情報を付けて
データベース化

専用フォントで
美しい数式表現

　　　　　　
大学微分積

　　　　　　
大学微分積

　　　　　　オンライン
大学線形代

　　　　　　
大学線形代

　　　　　　

高校で定番のプリント作成ソフト　　　　　　　が大学向けに新登場高校で定番のプリント作成ソフト　　　　　　　が大学向けに新登場

2020 年夏 発売予定
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高校向け商品もご購入いただけます。
No. 99219

数学入試 2019 データベース

標準価格　本体 21,000 円＋税 アップグレード価格　本体 10,000 円＋税

2019 年度大学入試問題から良問を精選し，約 1,500 問を収録しています。

No. 99623

数学入試 20 年（1996～2015）データベース

標準価格　本体 60,000 円＋税 アップグレード価格　本体 30,000 円＋税

No. 99558

改訂版チャート式データベース数学Ⅰ＋A統合版

標準価格　本体 29,000 円＋税 アップグレード価格　本体 12,300 円＋税

No. 99564

改訂版チャート式データベース数学Ⅱ＋B統合版

標準価格　本体 29,000 円＋税 アップグレード価格　本体 12,300 円＋税

No. 99574

改訂版チャート式データベース数学Ⅲ統合版

標準価格　本体 29,000 円＋税 アップグレード価格　本体 12,300 円＋税

数学入試 1996 データベースから数学入試 2015 データベースまでの 20 年分を 1つにまと
めたお得な商品です。

高校向けチャート式参考書
・改訂版チャート式数学（赤チャート）
・改訂版チャート式基礎からの数学（青チャート）
・改訂版チャート式解法と演習数学（黄チャート）
・改訂版チャート式基礎と演習数学（白チャート）　の全問を収録しています。

アップグレード価格について
Studyaid D.B. 数学シリーズ商品をお持ちの場合は，標準価格と同一のものをアップグレード価格で
購入していただけます。弊社ホームページからも申込み可能です。

そのほかのラインアップ，動作環境・購入方法など，詳しくは弊社ホームページへ

https://www.chart.co.jp/stdb/



9784410139543

1920041015001

数研出版の高校向け教材，一般書

■ 教科書

チャート式をはじめとする数研出版の教材は，全国の高校で広くご採用いただい
ています。

■ チャート式参考書

■ もういちど読む

そのほかの商品は弊社ホームページをご覧ください。

■ チャート式復刻版

https://www.chart.co.jp/

10377

10377

チャートきそ数Ⅰ＋A 増補
定価（本体　　円＋税）0000 Ⅰ

Ⅰ

増補改訂版

増補改訂版

チャート式®数学シリーズの紹介
●赤チャート
しっかりとした解説。考え方の本質を押
さえることで，数学の実力が完全に定着
できる。基礎から発展まで豊富に問題を
掲載しており，日常学習から難関大学入
試対策まで幅広く対応が可能な参考書。

●青チャート（基礎からの）
日常学習と入試対策への必須問題を漏れ
なく収録。解説も充実し，日常学習から
大学受験まで完全に対応できる信頼の一
冊。

●黄チャート（解法と演習）
教科書マスターから入試対策まで幅広く
カバー。詳しさ，わかりやすさに加え，
多様な使い方にも対応した参考書。

●白チャート（基礎と演習）
教科書と併用しながらの学習や，基礎固
めには最適の参考書。中堅私立大学の受
験対策や，大学入学共通テストの準備に
も役立つ一冊。

難 易

★実績の青チャート（基礎からの）

数学Ⅰ＋Ａ/Ⅱ＋Ｂ/Ⅲ
※数学Ⅲは2019年リリース予定
※増補改訂版に対応しています。

青チャート デジタル版
タブレットで，「青チャート」の紙面をそのまま閲覧
できます。

iPad、
Windowsタブレット   対応
※  Windowsタブレット用は学校採用のみの販売です。

※  iPadは米国その他の国で登録されたApple Inc.の商標です。
※  Windowsは米国Microsoft  Corporationの米国およびその他の国における登録商標です。

※

リリース時期等
詳細情報は数研
ホームページ
（PC・スマホ）で

青チャート解説動画

青チャート完成ノート
＋

↓

学習アプリ数研Library で，「青チャート」の
全例題の解説動画を配信しています。
数学Ⅰ/Ａ/Ⅱ/Ｂ/Ⅲ※数学Ⅲは2019年1月リリース予定

数学Ⅰ/Ａ/Ⅱ/Ｂ/Ⅲ※数学Ⅲは2019年1月発売予定

数研 Libraryには、
ほかにもさまざまな学習コンテンツがいっぱい。
スマートフォン（iPhone・Android）タブレット（iPad）
対応

リリース時期等詳細情報は
数研ホームページ（PC・スマホ）で

青チャート解説動画と青チャート完成ノート
をセットにしたパック商品です。
数学Ⅰ/Ａ/Ⅱ/Ｂ/Ⅲ※数学Ⅲは2019年発売予定

青チャート解説動画＋完成ノート

・増補改訂版に対応しています。
・パッケージは変更になる可能性があります。

学校用カバ ー _10377 チャート基礎数 I+A 2018/09/07　20:01

C M Y K

黄チャート デジタル版
タブレットで，「黄チャート」の紙面をそのまま閲覧できます。

主な機能 : 書き込み機能 /ブラインド機能 /リンク機能  など

リリース時期等最新情報については
数研ホームページ（PC・スマホ）で

・iPad は米国その他の国で登録された
   Apple Inc. の商標です。

iPad 対応

数学Ⅰ＋Ａ/Ⅱ＋Ｂ/Ⅲ
※数学Ⅲは2019年リリース予定　※増補改訂版に対応しています。

10716 http://www.chart.co.jp/

10716

http://www.chart.co.jp/

本書は植物油インキを
使用しています。

数
学

増補改訂版

増補改訂版

チャート式®数学シリーズの紹介
● 赤チャート
しっかりとした解説。考え方の本質を押
さえることで，数学の実力が完全に定着
できる。基礎から発展まで豊富に問題を
掲載しており，日常学習から難関大学入
試対策まで幅広く対応が可能な参考書。

● 青チャート（基礎からの）
日常学習と入試対策への必須問題を漏れ
なく収録。解説も充実し，日常学習から
大学受験まで完全に対応できる信頼の一
冊。

● 黄チャート（解法と演習）
教科書マスターから入試対策まで幅広く
カバー。詳しさ，わかりやすさに加え，
多様な使い方にも対応した参考書。

● 白チャート（基礎と演習）
教科書と併用しながらの学習や，基礎固
めには最適の参考書。中堅私立大学の受
験対策や，大学入学共通テストの準備に
も役立つ一冊。

難 易

★信頼の黄チャート（解法と演習） チャート式  完成ノートシリーズ

問題文

解答書き込み
スペース

問題文

解答書き込み
スペース

問題文

解答書き込み
スペース

本書の例題，PRACTICEを収録し，解答スペー
スを設けたノートです。
■問題文が掲載されていますので，すぐに勉強が
　スタートできます。

【実力UPにつながるオススメ使用法】
1. 本書で基本事項を確認
2. ノートで問題に挑戦
3. できなかった問題を本書で確認
4. 繰り返しノートを見直して復習

黄チャート  デジタル版
タブレットで，「黄チャート」の紙面をそのまま
閲覧できます。

主な機能
・書き込み機能
・ブラインド機能
・リンク 機能　など

・iPadは米国その他の国で登録されたApple Inc.の商標です。

iPad対応

合格体験記など，生徒の皆さんに
便利な情報をアップしています。

数研スマホサイト

数学Ⅰ＋Ａ/Ⅱ＋Ｂ/Ⅲ
※数学Ⅲは2019年リリース予定
※増補改訂版に対応しています。

リリース時期等
最新情報につい
ては数研ホーム
ページ（PC・ス
マホ）で

日常の予習・復習と
大学受験準備のための

高校標準問題集
数学Ⅰ＋Ａ
数学Ⅱ＋Ｂ [ベクトル，数列]
教科書の予習・復習～定期試験対

策，更には大学受験準備まででき

る，別冊詳解付問題集です。

標準的な教科書の構成・流れ

（数研版では，高等学校・新編シ

リーズ）に沿った配列で，日常の

予習・復習・定期試験対策にちょ

うどいいレベルと量の問題を厳選

しています。

定価（本体0000円＋税）

チ解法 （上）

バーコードはダミーです。
バーコードは
ダミーです。

10783

◆180906_ 新規作成

001024370_T0 10716_80+148+38.5+148+80=494.5

10206 http://www.chart.co.jp/

10206

http://www.chart.co.jp/

増補改訂版

増補改訂版

チャート式®数学シリーズの紹介
● 赤チャート
しっかりとした解説。考え方の本質を押
さえることで，数学の実力が完全に定着
できる。基礎から発展まで豊富に問題を
掲載しており，日常学習から難関大学入
試対策まで幅広く対応が可能な参考書。

● 青チャート（基礎からの）
日常学習と入試対策への必須問題を漏れ
なく収録。解説も充実し，日常学習から
大学受験まで完全に対応できる信頼の一
冊。

● 黄チャート（解法と演習）
教科書マスターから入試対策まで幅広く
カバー。詳しさ，わかりやすさに加え，
多様な使い方にも対応した参考書。

● 白チャート（基礎と演習）
教科書と併用しながらの学習や，基礎固
めには最適の参考書。中堅私立大学の受
験対策や，大学入学共通テストの準備に
も役立つ一冊。

難 易

★好評の白チャート（基礎と演習）

合格体験記など，生徒の皆さんに
便利な情報をアップしています。

数研スマホサイト

スカイチャート
絶対に身につけたい
数学Ⅰ+A/Ⅱ+Bの基本
受験に向けた
基礎固めに。
基礎知識が詰まった良問と，重要

な解法やポイントを整理した「極意」

で，着実に力がつく1冊です。

日常の予習・復習と
大学受験準備のための

高校標準問題集
数学Ⅰ＋Ａ
数学Ⅱ＋Ｂ [ベクトル，数列]
教科書の予習・復習～定期試験対

策，更には大学受験準備まででき

る，別冊詳解付問題集です。

標準的な教科書の構成・流れ

（数研版では，高等学校・新編シ

リーズ）に沿った配列で，日常の

予習・復習・定期試験対策にちょ

うどいいレベルと量の問題を厳選

しています。

チャート式  完成ノートシリーズ

問題文

解答書き込み
スペース

問題文

解答書き込み
スペース

問題文

解答書き込み
スペース

本書の例題，EXを収録し，解答スペースを設けた
ノートです。
■問題文が掲載されていますので，すぐに勉強が
　スタートできます。

【実力UPにつながるオススメ使用法】
1. 本書でLet’s Startを確認
2. ノートで問題に挑戦
3. できなかった問題を本書で確認
4. 繰り返しノートを見直して復習

定価（本体0000円＋税）

（上）

バーコードはダミーです
バーコードはダミーです

10206（
上
）

◆180907_ 新規作成

001024371_T0 80+148+36+148+80=492

2012.6.26_12.1_12.14_01.18_0212　赤チャート_復刻版カバー上製本_E-1案/4c×4c

星野華水とチャート式
数研出版の創始者である星野半五郎は，自らが設
立した学校（数学研究社高等予備校）で教鞭をと
る傍ら，独創的な学習法であるチャート式システ
ムを考案する。

そして，星野華水の号を以って，数多くのチャー
ト式学習書をこの世に送り出し，当時の受験生か
ら圧倒的な支持を得る。今回復刻する「チャート
式幾何学」は，その中の一冊である。

星野華水執筆による書籍
チャート式 幾何学
チャート式 代数学
チャート式 幾何学詳解
チャート式 代数学詳解
代数幾何整理詳解
代数幾何難問詳解
幾何学 一定問題の新解法
　　　　　　　　　　ほか多数

「整理詳解」表紙
（昭和 11年発行）

¥1.50

ISBN978-4-410-10374-2 

C7037 0000E

チャート幾何学
定価（本体1648円＋税）

数研出版
10685
数研出版

数研出版
http://www.chart.co.jp/

10685

チャート式

数研出版

チャート式

チャート式 幾何学 復刻版

定価
（本体 3500円 +税）
B6上製　726ページ

好評発売中

星野華水とチャート式
数研出版の創始者である星野半五郎は，自らが
設立した学校（数学研究社高等予備校）で教鞭
をとる傍ら，独創的な学習法であるチャート式
システムを考案する。

そして，星野華水の号を以って，数多くのチャー
ト式学習書を世に送り出し，当時の受験生から
圧倒的な支持を得る。今回復刻する「チャート
式代数学」は，その中の一冊である。

星野華水執筆による書籍
チャート式 幾何学
チャート式 代数学
チャート式 幾何学詳解
チャート式 代数学詳解
代数幾何整理詳解
代数幾何難問詳解
幾何学 一定問題の新解法
　　　　　　　　　　ほか多数

「整理詳解」表紙
（昭和 11年発行）

¥1.50

チャート代数学
定価（本体1648円＋税）

数研出版
10686
数研出版

数研出版
http://www.chart.co.jp/

10686

チ
ャ
ー
ト
式

チャート式

数研出版

チャート式

2013_1129_1206_1207_1209_1209.2　チャート式_復刻版「代数学」カバー上製本_プレ最終/4c×0c

数研出版株式会社
東京本社　
〒101-0052　東京都千代田区神田小川町 2丁目 3番地 3
関西本社　
〒604-0861　京都市中京区烏丸通竹屋町上る大倉町 205番地
TEL：075-231-0162（コールセンター）
https://www.chart.co.jp/
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この教科書は植物油インキを
使用しています。

この教科書は再生紙を使用しています。

この教科書は，色覚の個人差を問わず多
くの人に見やすいよう，カラーユニバー
サルデザインに配慮して作られています。
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サルデザインに配慮して作られています。

この教科書は再生紙を使用しています。
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使用しています。
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サルデザインに配慮して作られています。

この教科書は植物油インキを
使用しています。
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この教科書は植物油インキを
使用しています。

この教科書は再生紙を使用しています。

この教科書は，色覚の個人差を問わず多
くの人に見やすいよう，カラーユニバー
サルデザインに配慮して作られています。
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この教科書は植物油インキを
使用しています。

この教科書は再生紙を使用しています。

この教科書は，色覚の個人差を問わず多
くの人に見やすいよう，カラーユニバー
サルデザインに配慮して作られています。
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数研出版
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チャート研究所  編著

改 訂 版

数研出版
http://www.chart.co.jp/
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数研出版

ISBN978-4-410-10374-2 

C7037 ¥0000E

チⅠ＋Ａ
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●乱丁本・落丁本はお取り替えいたします。

■効果的に基礎力・実力がＵＰ
「問題の重点や急所がどこにあるか」
「問題の解法をいかにして思いつくか」
「解法のポイントはどこにあるか」
を的確に示すことがチャート式の精神で
す。選び抜かれた良問と，考え方の本質
を押さえた解説で効率よく学習できます。
また，教科書の内容も十分考慮しながら
編集してありますので，教科書と併用す
ることで，毎日の学習をより一層深める
ことができます。

■見やすいレイアウト
見やすさ・取り組みやすさを追求した紙
面構成になっています。
特に，例題のページでは，例題のタイト
ルが紙面の一番上に書かれてありますの
で，そのページで何を学ぶのかがつかみ
やすくなっています。

■例題のつながりがわかりやすい構成
各章の始めには，その章で扱う例題の一
覧を掲載しています。例題の全体像をつ
かむのに役立ちます。特に，青・黄・白
チャートでは各例題に，関連する例題な
どの番号が付いていますので，前に学ん
だ内容を振り返ることが簡単にできます
し，より発展的な問題に取り組みたいと
き，どの例題に進めばよいかもすぐにわ
かります。

■理解を深めるための工夫
参考図や図式化による説明なども多く
入っていますので，視覚面からも理解を
深めることができます。

チャート式®参考書の
共通コンセプト

チャート式®数学シリーズの特色

■青チャートの特色
（基礎からの）
日常学習と入試対策への必
須問題を漏れなく収録。
解説も充実し，日常学習か
ら大学受験まで完全に対応
できる信頼の一冊。

■赤チャートの特色
しっかりとした解説。
考え方の本質を押さえるこ
とで，数学の実力が完全に
定着できる。大学受験には
最適の参考書。

■黄チャートの特色
（解法と演習）
教科書マスターから入試
対策まで幅広くカバー。
詳しさ，わかりやすさに
加え，多様な使い方にも
対応した参考書。

■白チャートの特色
（基礎と演習）
教科書と併用しながらの
学習や，基礎固めには最
適の参考書。センター試
験程度の受験にも対応。

「チャート式」は，登録商標です。
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本冊子で使用されている商品の写真は出荷時のものと一
部異なる場合があります。
本冊子に掲載されている仕様及び価格は予告なしに変更
することがあります。
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