
§0．はじめに

本稿の目的は，1項おきのフィボナッチ数列と 1

項おきのリュカ数列を双曲線の中の円の半径および

中心の 座標として表すことである。

以下，nは整数とする。

§1．フィボナッチ数列とリュカ数列

�フィボナッチ数列�{ f} (n≧1)は，漸化式

f= f=1，f− f− f=0

で定まる次のような数列である：

1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，89，144，

233，377，610，987，……

�リュカ数列�{l} (n≧1)は，漸化式

l=1，l=3，l−l−l=0

で定まる次のような数列である：

1，3，4，7，11，18，29，47，76，123，199，

322，521，843，1364，……

それぞれの一般項は

f=
1

 5
(α−β)，l=α+β

α=1+ 5
2

，β=
1− 5

2 
と表される。αβ=−1 なので，{ f}と {l}の間に

は，関係式

l
=5f

+4(−1) ……①

が成り立つ。(〔 1 〕)

ここで，1項おきのフィボナッチ数列 { f}，

{ f}および 1項おきのリュカ数列 {l}，

{l} (以上 n≧0)を考える。いずれも漸化式

a−3a+a=0 ……②

を満たす。

§2．双曲線の中の円

方程式

+(−c)
=r

 ……③

(0≦c<c，r>0)で表される円 C (n≧0)が，

方程式

−a=b ……④

(a>0，b0)で表される双曲線 Hと接し，円 Cと

円 Cが互いに外接するとき，円 Cを�双曲線 H

の中の円�と呼ぼう。

この円 Cの中心の 座標 cと半径 rに関して

次の定理が成り立つ。

定理 1 ．

� c=


a+1
a

(r
−b) ……⑤

� {r}は次の漸化式を満たす。

r=(2a+l)r+2ac， ……⑥

r−2(2a+l)r+r=0 ……⑦

証明．双曲線 Hと円 Cが接するので，③と④から

を消去してできる の 2次方程式

(a+1)−2c+c
−r

+b=0

は重解をもつ。(判別式)=0 から
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ac
=(a+1)(r

−b) ……⑧

c≧0，a>0，b>0 のとき r≧b より，⑤が示さ

れる。

円 Cと円 Cが外接するので，2円の中心間の

距離と半径の和が等しいから

c−c=r+r ……⑨

⑧から

c
−c

=
a+1
a

(r
−r

) ……⑩

⑨，⑩から

c+c=
a+1
a

(r−r) ……⑪

⑨，⑪から

r=(2a+1)r+2ac ……⑫

⑫から⑥が，⑨，⑫から⑦が示される。 □

§3．フィボナッチ数列とリュカ数列と双曲線

の中の円

1項おきのフィボナッチ数列とリュカ数列と双曲

線の中の円に関して次の定理が成り立つ。

定理 2．n≧0 とする。

� 円 C：+(−l)
=f

 は双曲線

H：−


4
=

4
5
の中の円である。(図 2 )

� 円 C：+(−l)
=f

 は双曲線

H：−


4
=−

4
5
の中の円である。(図 3 )

証明．� 定理 1で，a=
1
4
，b=

4
5
および

r= f=1 とする。⑤から c=1

⑥から r=2= f

漸化式⑦と②が一致するので r= f が成り立

つ。⑤から

c= 5r
−4= 5f

−4

なので，①から，c=l が成り立つ。

�も同様に証明できる。 □

§4．おわりに

2つの数列があって，それらを定める 3項間の漸

化式が同じで，初項と第 2項が一致すれば，その 2

つの数列のすべての項が一致する。これが定理 2の

肝だと思う。

双曲線の中の円にフィボナッチ数列とリュカ数列

という有名な数列が同時に現れるのは何か不思議な

感じがする。
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