
§1．はじめに

36° = π

5 ，18° = π

10 などの三角比は，教科書
等で必ずしも大きく扱われていないこともあり，学

習上の盲点になっていると思う。

筆者がこの教材の重要性を感じたのは，受験指導

のときであった。36°などの三角比を問う問題は，

毎年どこかの大学で出題されているが， 3倍角の公

式を用いる点など，初見で解くには難しい。実際，

医学部や薬学部の入試で見かけることが多い。

しかし，時に試験範囲が数学ⅠAのみである看護

学部などの入試でも見受けられる (例えば，2017年

の帝京平成大)。その場合は，黄金比の性質を利用

しながら，図形的に導くことになる。ただ，誘導が

あったとしても，初見では難しいと感じる。生徒た

ちには幾何等を通じて，どのような所に黄金比が現

れるのかや，36°関係の三角比の導き出し方にも知

識として伝えておきたいものである。

本稿は，このような 36°の三角比に関連した話題

について，個人的に調べたことを少しまとめてみた。

§2．黄金比について

黄金比について，簡単にまとめておこう。黄金比

とは，線分ABを AB：AC=AC：BC となるよ

うに，点Cで内分したときのACと BCの比のこと

である。また，線分を黄金比に分割することを黄金

分割という。

図形的には，次の図のように，正方形を切り離し

て得られる残りの長方形が，元の長方形と相似にな

る長方形に黄金比が現れる。長方形ABCDにおい

て AB=1，AD= とする。

長方形ABCDからABを 1

辺とする正方形ABEFを切

りとると，長方形ABCDと

長方形 ECDFは相似より，

AB：AD=EC：EF つまり 1：=(−1)：1

(−1)=1 −−1=0

この方程式を解けば， >0 より =
1+ 5

2

この値が黄金比であり，ϕで表すこともある。

なお，黄金比ϕは，この方程式の解だから，

ϕ−ϕ−1=0 ……(☆) を満たす。

§3．三角関数による解法

本題に入る前に，まず三角関数による解法を，簡

単にまとめておこう。

一例として cos36°を求めてみる。θ=36° とし

て，sin2θ=sin3θ を解く。

2倍角および 3倍角の定理から

2sinθcosθ=3sinθ−4sinθ

sinθ0 より，両辺を sinθで割り，

sinθ=1−cosθ により整理すると，

4cosθ−2cosθ−1=0 を得る。この方程式を解け

ば，cos36°=
1+ 5

4
を導くことが出来る。これは

θ=36° が 2θ=180°−3θ であることと，

sinA=sin(180°−A) という性質を利用した定式

化である。更に半角の公式から，sin18°=
 5 −1

4

が導ける。

θ sinθ cosθ

18°=
π

10
 5 −1

4
 10+2 5

4

36°=
π

5
 10−2 5

4
1+ 5

4

§4．黄金三角形による解法

それでは三角関数を使わずに，図形から求めるに

はどのようにすればよいのだろうか。それは，次の

図のような底角が 36°および，72°の二等辺三角形

を用いる。図にあるように辺の長さに，黄金比
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ϕ=
1+ 5

2
が現れるので，黄金三角形と呼ばれる

(〔 1 〕)。

これを認めれば，cos36°と cos72°は次のように

求められる。

① △ABCにおいて，

Aから BCに垂線

AHを下ろすと

cos36°=
BH
AB

=
1+ 5

4 = ϕ

2 
② △DEFにおいて，D

から EFに垂線 DH′

を下ろすと

cos72°=
EH′
DE

=
1
2 

2

1+ 5 
=

 5 −1
4 = ϕ

2 
�cos36°は黄金比の半分�，

�cos72°は黄金比の逆数の半分�ととらえておく

と記憶しやすいと思う。

入試では，黄金三角形からこの黄金比を求めてい

くのが，主要テーマになる。このことを§5で見て

いこう。

なお§2で扱った (☆)から，ϕ=ϕ−1 より

cos72°=
ϕ−1
2

とも表せる。

θ sinθ cosθ

18°=
π

10
1
2ϕ

=
ϕ−1
2

 2+ϕ

2

36°=
π

5
 3−ϕ

2
ϕ

2

54°=
3
10

π
ϕ

2
 3−ϕ

2

72°=
2
5
π

 2+ϕ

2
1
2ϕ

=
ϕ−1
2

また，sin
2
5
πと sin

π

5
の比は，黄金比になって

いる。実際，

sin
2
5
π

sin
π

5

=
 2+ϕ

 3−ϕ
=

2+ϕ

 (3−ϕ)(2+ϕ)

=
2+ϕ

 6+ϕ−ϕ

=
2+ϕ

 5
(ϕ=ϕ+1 より)

=
5+ 5

2 5
=

1+ 5
2

=ϕ

§5．黄金三角形の辺の長さの求め方

それでは，黄金三角形の辺の長さを求めてみよう。

実際の入試問題では，底角が 72°の黄金三角形に補

助線を引いて，辺の長さを利用して，cos72°を求め

させることが多い。

図のように BC=1 であ

る二等辺三角形ABCにお

いて，∠Bの二等分線を引

き，辺ACとの交点をDと

する。△ABC△BCD と

なるので，AB= とおけ

ば AB：BC=BC：CD

つまり，：1=1：(−1)

より 2次方程式 −−1=0 を導くことができる。

これを解いて，>0 より =
1+ 5

2
を得る。

一例として，入試問題 (〔 2 〕，問 203)を引用する。

AB=AC，BC=1，∠ABC=72° の三角形

ABCを考える。∠ABCの二等分線と辺AC

の交点をDとする。

⑴ ADの長さとACの長さを求めよ。

⑵ cos72°を求めよ。

⑶ 三角形ABDの内接円の半径を r，三角

形 CBDの内接円の半径を sとするとき，

r

s
の値を求めよ。 〔09 大阪教育大〕

⑶は 2つの三角形について，内接円の半径の比を

考える問題だが，△ABDと△CBDの面積比は黄

金比となるが (AD：DC=ϕ：1 より)，内接円の半

径の比については
r

s
=

3 5 +5
10

である。無理に

解釈すれば，
r

s
=

3+ 5

2 5
=

ϕ

 5
になっている。

§6．黄金三角形と正五角形

§4で紹介した 2種類の黄金三角形は，正五角形

に現れる。教科書等では，黄金比は正五角形の文脈
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で紹介されていることが多い。

図 1のように，正五角形に対角線を引いてみると，

相似な黄金三角形が何か所も見て取れる。正五角形

に現れる角は 36°の整数倍である。図 1 中の�は

π

5
=36° を表す。

なお，正五角形において， 1辺の長さと対角線の

長さの比は黄金比になっている。

(対角線の長さ)
( 1辺の長さ)

=
1+ 5

2
=ϕ

また，正五角形には辺と対角線だけではなく，図

2の と ，と zの比も黄金比となっていること

にも注意しておきたい。最後に黄金三角形における，

その他の黄金分割について，海外の研究〔 3 〕から紹

介する。

§7．黄金三角形に見出される様々な黄金比

論文〔 3 〕に従って， 2種類の黄金三角形のうち，

底角 72°の方を背の高い(tall)黄金三角形という意

味で T(図では△ABC)とし，底角 36°の方を背

の低い(short)黄金三角形という意味で T(図では

△ABC)とする。

A

O

Bs

Bt Ct

Tt

Ts

Cs

d

a

これら 2 種類の黄金三角形 Tと Tが同一の外

接円を共有しているとき，様々な黄金分割が見出さ

れる。

外接円の半径を R，円に内接する正五角形の 1辺

の長さを a，対角線の長さを dとする。

① T と T の面積比は黄金比

T

T
=

1
2
adsin72°

1
2
asin108°

=
dsin72°
asin72°

=(黄金比 ϕ)

次に，Tの内心，垂心をそれぞれ I，Hとし，T

の方をそれぞれ I，Hとする。図 1，図 2中の×は

18°=
π

10
を表す。

② 内心 I は線分HOを黄金比に分ける

△HBOは底角 72°の黄金三角形より

BH

BO
=ϕ (＊)

△HBOにおいて，BIは∠HBOの二等分線

より

HI
IO

=
BH

BO
=ϕ

③ 点Aは線分HI を黄金比に分ける

BI=BO より，△BIHにおいて，BAは

∠IBHの二等分線より

HA
AI

=
BH

BI
=

BH

BO
=ϕ (②の式＊より)

④ 内心 I は線分 OH を黄金比に分ける

直線 OAと円周との交点のうち点Aではない方

を，A′としておく (図 2 )。
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まず BH=
R

ϕ
を確認する。実際，

∠HBC=∠A′BC=
π

10
に注意すれば，

△BA′Hは二等辺三角形である。§4から

sin18°=(2ϕ) より

BH=BA′=AA′sin18° (＊＊)

=2R×
1
2ϕ

=
R

ϕ

さて△BHOにおいて，BIは∠OBHの二等

分線より

OI
IH

=
BO
BH

=
R

Rϕ
=ϕ

⑤ 点Aは，HOを黄金比に分ける

AH=2R−2BHsin18°

=2R−4Rsin18°=2R(1−2sin18°)

(④の式＊＊から BH=2Rsin18°)

=2Rcos36° より
AH

AO
=

2Rcos36°
R

=ϕ

⑥ 点Oは II を黄金比に分ける

線分 BCに関して，点 Iは点Aと，点Oは点 I

とそれぞれ対称であるから OI=AI

よって

IO
OI

=
IO
AI

=
2Rsin18°

R−2Rsin18°
=

2⋅12ϕ
1−2⋅12ϕ

=
1

ϕ−1

=
ϕ

ϕ−ϕ
=ϕ (ϕ−ϕ=1 による)
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