
§1．はじめに

四角形に対して，余

弦定理をうまく使えば，

四角形の余弦定理が証

明できる。

図のような四角形

ABCDに対して，辺の長さを図のように a，b，c，

dとする。内角の大きさについては，混乱がない限

り，例えば頂点Aの内角の大きさをそのままAで表

す。次の定理が成り立つ。

d=a+b+c−2abcosB−2bccosC

+2cacos(B+C)

(証明) 図の四角形ABCDをもとに証明する。他

の場合にも同様に示される。対角線ACを引き，点

Bを通り，CDと平行な補助線も引く。

∠ACD=ϕ とする。△ABCと△ACDにそれぞれ

余弦定理を使い

AC=a+b−2abcosB，

d=AC+c−2cACcosϕ

=a+b−2abcosB+c−2cACcosϕ

ここで，

ACcosϕ=bcosC+acos{(B+C)−π}

=bcosC−acos(B+C)

に注意して

d=a+b+c−2abcosB−2bccosC

+2cacos(B+C)

となる。 (終)

誘導を与えれば，生徒たちの課外研究にも出来る

かも知れない。さて，更に五角形へと拡張を考えた

のであるが，少々筆者の手に余り，いろいろ調べた

ところ文献〔 1 〕において，既に多角形の正弦定理と

余弦定理が扱われていた。

本稿では〔 1 〕での研究について，内容を整理して

紹介したい。また，少し工夫すれば面積公式も証明

出来るので，このことにも触れておきたい。簡単の

ため，本稿では凸多角形について取り扱う。

§2．四角形の正弦定理と余弦定理

〔 1 〕では，五角形と六角形を対象に考察を試みて

いる。ここでは〔 1 〕で採られた証明方法を，改めて

四角形の場合におき換えて，紹介しておきたい。

図のように 平面上に 1 つの頂点が原点に，1

辺が 軸上にくるように配置し，図のように 4つの

内角の大きさをA，B，C，Dとし，辺の長さを a，

b，c，dとする。

各辺の 軸への射影を考えると，閉じた図形であ

るから，それぞれの射影の和は 0になるので，

a+bcos(π−A)+ccos{2π−(A+B)}

+dcos{3π−(A+B+C)}=0

a−bcosA+ccos(A+B)−dcosD=0

……①

各辺の 軸への射影についても同様に，その和は

0であるから

bsin(π−A)+csin{2π−(A+B)}

+dsin{3π−(A+B+C)}=0
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bsinA−csin(A+B)−dsinD=0 ……②

ここで，②は 1辺と 1つの角を除いたすべての辺

と角の関係式なので，四角形に対する�正弦定理�

と考えることができる。

ここで①，②をそれぞれ

dcosD=a−bcosA+ccos(A+B)，

dsinD=bsinA−csin(A+B)

と変形し，それぞれ両辺を 2乗して，辺々足し合わ

せて，まとめると

d=a+b+c−2abcosA−2bccosB

+2cacos(A+B)

という四角形に対する�余弦定理�が導かれる。2

つの角を除いたすべての辺と角の関係式になってい

る。

なお①，②を

a+ccos(A+B)=bcosA+dcosD ……①′

csin(A+B)=bsinA−dsinD ……②′

と変形し，同様に計算すると

a+c+2cacos(A+B)=b+d

+2bdcos(A+D)

という余弦定理が得られる。さらに，①，②を

ccos(A+B)−bcosA=dcosD−a ……①″

csin(A+B)−bsinA=−dsinD ……②″

と変形して計算すると

b+c−2bccosB=a+d−2adcosD

という余弦定理が得られる。この式は，三角形の余

弦定理の応用と考えてもよいかもしれない。

実際，三角比の問題で，円に

内接する 4辺の長さが既知

の四角形の面積を求める際，

図のように対角線ACにつ

いて方程式を立てて求めて

いく。そのときの方程式が

この余弦定理の式である。

三角形と違い，余弦定理にはいくつかの定式化があ

ることには注意しておきたい。他の多角形について

も，同様の方法で正弦定理と余弦定理が得られるこ

とは理解できるだろう。

§3．四角形の面積公式

次に四角形の正弦定理を用いると，凸四角形の

(a，b，c，A，Bを既知とした)面積公式が導き出さ

れる。

角と辺の長さは図のよう

にして，求める面積をSと

すると

S=△ABC+△ADC

=
1
2
bcsinB+

1
2
adsinD

ここで§2の正弦定理により

dsinD=bsinA−csin(A+B) であるから

S=
1
2
bcsinB+

1
2
a{bsinA−csin(A+B)}

=
1
2
{absinA+bcsinB−acsin(A+B)}

面積公式

S=
1
2
{absinA+bcsinB−acsin(A+B)}

§4．五角形の正弦定理と余弦定理

次に五角形の場合についてまとめておきたい。

これは〔 1 〕からの引用になる。

§2と同様に考えていく。図のように 5つの内角

の大きさをA，B，C，D，Eとし，辺の長さを a，

b，c，d，eとする。

各辺の 軸への射影について

a+bcos(π−A)+ccos{2π−(A+B)}

+dcos{3π−(A+B+C)}

+ecos{4π−(A+B+C+D)}=0

a−bcosA+ccos(A+B)+dcos(D+E)

−ecosE=0 ……①

各辺の 軸への射影についても同様に，

bsin(π−A)+csin{2π−(A+B)}

+dsin{3π−(A+B+C)}

+esin{4π−(A+B+C+D)}=0 より
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正弦定理

bsinA−csin(A+B)+dsin(D+E)

−esinE=0 ……②

を得る。ここで①，②を

a−bcosA+ccos(A+B)

=ecosE−dcos(D+E)，

bsinA−csin(A+B)=esinE−dsin(D+E)

と変形し，それぞれ両辺を 2乗して，辺々を足し合

わせて，まとめると

余弦定理

a+b+c−2abcosA−2bccosB

+2accos(A+B)=d+e−2decosD

が導かれる。①を a=… と変形し，②を用いて同

様に計算すれば，次の余弦定理が得られるが，〔 1 〕

では扱われていない。

a=b+c+d+e−2bccosB−2cdcosC

−2decosD+2bdcos(B+C)

+2cecos(C+D)−2becos(B+C+D)

§5．五角形の面積公式

更に五角形の面積を

Sとすると，四角形の

面積公式から

S=△ADE

+(四角形ABCD)

=
1
2
aesinE

+
1
2
{bcsinB+cdsinC−bdsin(B+C)}

ここで正弦定理を使うと (§4の②を角について若

干変更して)，

esinE=bsinA−csin(A+B)

+dsin(A+B+C) より

S=
1
2
a{bsinA−csin(A+B)

+dsin(A+B+C)}

+
1
2
{bcsinB+cdsinC−bdsin(B+C)}

をまとめると，次の公式を得る。

面積公式 (a，b，c，d，A，B，Cを既知とした)

S=
1
2
{absinA+bcsinB+cdsinC

−acsin(A+B)−bdsin(B+C)

+adsin(A+B+C)}

§6．入試問題より

最後に，本稿で扱った公式について，少しコメン

トを加えておきたい。

① 四角形の面積公式について，例えば次のような

問題 (〔 2 〕，問 141)を解いて，その有効性を確認

しておこう。

四角形ABCDにおいて，AB=2 2，

BC= 6 + 2，CD=2，∠B=60°，∠C=75°

のとき，この四角形の面積を求めよ。

〔15 鳥取大〕

対角線ACを引き，点Aから BCに垂線を下ろせば，

AC=2 3，∠ACD=30° がわかるので，2つの三

角形の面積の和を考えればよいが，公式を用いれば

次のようになる。

(解) 加法定理により

sin75°=sin(45°+30°)

=
 3 +1

2 2

に注意すると，公式から

2S=2 2 ( 6 + 2 )sin60°

+2( 6 + 2 )sin75°−4 2 sin135°

=2 3 ( 3 +1)+( 3 +1)−4

=6+4 3

よって S=3+2 3

② 1辺の長さが 1の正五角形に対して，五角形の

余弦定理を適用すると

1=4−6cos
3
5
π+4cos

6
5
π−2cos

9
5
π

6cos
2
5
π−4cos

π

5
−2cos

π

5
+3=0 より

2cos
2
5
π−2cos

π

5
+1=0 という等式を得る。こ

の等式に 2倍角の公式を使うことで，cos
π

5
の値

を求めることができる。この事実を使った問題が

津田塾大において出題された (〔 3 〕，問 162)。
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2cos
2
5
π−2cos

π

5
+1=0 が成り立つことを利

用して cos
π

5
の値を求めよ。 〔14 津田塾大〕

③ 更に 1辺の長さが 1の正五角形の面積Sを求め

てみると，公式より

2S=3sin
3
5
π−2sin

6
5
π+sin

9
5
π

=3sin
2
5
π+2sin

π

5
−sin

π

5

であるから

S=
1
2 3sin 2

5
π+sin

π

5  である。
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