
§1．フィボナッチ数列

フィボナッチ数列は

a=0，a=1，a=a+a (n≧0)

で定義される。具体的には 0，1，1，2，3，5，8，13，

21，……のように隣接している 2項の和が次の項の

数になっている。有名な事実として，パスカルの三

角形の斜めの和にフィボナッチ数列が現れることが

知られている。

これを二項係数を用いて表すと，

a=1= C 

a=1= C 

a=2= C + C 

a=3= C + C 

a=5= C + C + C 

a=8= C + C + C 

となる。よって一般に次の公式が成り立つ。

a=∑
  


C  (n≧0) ……①

ただし，[ ]はガウス記号である。

§2．フィボナッチ多項式

フィボナッチ数列を一般化したものにフィボナッ

チ多項式というものがある (〔 3 〕など参照)。次の漸

化式を満たす多項式をフィボナッチ多項式という。

f()=0，f()=1，f()=f()+ f()

特に =1 のときはフィボナッチ数列になる。

今回の目標は，フィボナッチ多項式について①と

類似の公式をつくり，その公式を利用することによ

って〔 1 〕で得られた関係式を導き出すことである。

フィボナッチ多項式の母関数を

g(t)=∑



f()t

 ……②

と定義すると，

g(t)=t+∑



f()t



tg(t)=∑



f()t



tg(t)=∑



f()t



であるから，{ f()}の漸化式を適用すると

g(t)−tg(t)−tg(t)

=t+∑



{ f()−f()− f()}

=t

が成り立つことから g(t)=
t

1−t−t
が得られる。

§3．フィボナッチ多項式の一般項

ここで，
1

1−az+z
=∑




cz

 とおいて cを具体

的に求めてみよう。

az−z <1 において

1
1−az+z

=1+(az−z)+(az−z)+……

であるから zの項が現れるのは

(az−z)


 +(az−z)


 +……+(az−z)

=∑
  


(az−z)

においてのみである。ここで

(az−z)=z(a−z)

=z∑



C a

(−z)

=∑



C a

(−1)z

となるから j=k とすると，zの係数は
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C a
(−1) である。以上より

c=∑
  


C a

(−1)

となり，

1
1−az+z

=∑



∑
  


C a

(−1)z ……③

が得られる。ここで z=it，a=


i
とおくと (ただ

し i は虚数単位)，③は

1
1−t−t

=∑



∑
  


C  i 



(−1)(it)

=∑



∑
  


C 

t

となるから

g(t)=
t

1−t−t
=∑




∑
  


C 

t

よって，②より

f()=∑
  


C 

 ……④

が成り立つ。よって，①の類似公式を得ることがで

きた。

§4．具体的な考察

t−t−1=0 の解を α()，β()とすると

α()=
+ +4

2
，β()=

− +4
2

であるから，f()−α() f()=β()，

f()−β() f()=α() より

f()=
α()−β()

α()−β()
……⑤

が得られる。これはフィボナッチ数列の場合はビネ

の公式として知られている (1843年)。

よって，④，⑤より，

∑
  


C 

=
 + +4

2 


− − +4
2 



 +4

を得る。ここで をあらためて 

 とおいて整理

すると，

∑
  


C 

=
 1+ 1+4

2 


− 1− 1+4
2 



 1+4

……⑥

となる。この式を利用して，〔 1 〕で藤岡優太先生が

導いた結果を得ることができる。

④の右辺は ∑



1+ 1+4

2 


 1− 1+4
2 



であるから =2 のときは
1+ 1+4

2
=2，

1− 1+4
2

=−1 である。よって，このとき⑥は

∑
  


C 2

=2+2⋅(−1)

+……+2⋅(−1)+(−1)

となり，藤岡優太先生の結果が得られる。
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