
§1．はじめに

参考文献〔 1 〕(改訂版 チャート式 基礎からの数

学Ⅰ+A)の整数分野が書き換えられて，次の興味

深い事項①∼⑤が掲載されている。

実は，これらを組み合わせると⑥のフェルマーの

小定理が証明できる。〔 1 〕では数学Ⅱで学ぶ二項定

理を持ち出して証明をしているが，この方法は本質

的で興味深い証明ではあるが，唐突な感は否めない。

そこで以下のように数学Aの範囲で証明を完結させ

よう。

なお，この方法は参考文献〔 2 〕による。

① P482 検討

nは自然数とする。 1からnまでの自然数の中で，

nと互いに素であるものの個数を ϕ(n)と表す。

ϕ(n)をオイラー関数と呼ぶ。

なお n≧2 の場合は， 0から n−1までの整数の

中で考えても同じである。

このとき，pが素数で kが自然数とすると

ϕ(p)=p−p が成り立つ。

特に ϕ(p)=p−1 である。

② P494 演習例題 121⑴

整数 aと自然数mが互いに素なとき

a≡a (modm)  ≡ (modm)

③ P501 解説

a，b (>0)，q，rが整数で a=bq+r，

すなわち a≡r (modb) のとき，

特に aを bで割った余りが rのとき，

(a，b)=(b，r) が成り立つ。

ここで，と の最大公約数を (，)と表す。

④ P512 補足事項 (※)

0でない整数 a，bに対して，

a+b=1 となる整数 ，が存在する

 aと bが互いに素

⑤ P512 定理

aと bは互いに素な自然数とするとき， b個の整

数 a⋅1，a⋅2，a⋅3，……，ab をそれぞれ bで割っ

た余りは互いに異なる。すなわち，余りには 0以上

b−1以下の整数が 1回ずつ現れる。

なお， aを bで割った余りと，a+qb (qは整数)

を bで割った余りは等しいので， aは整数としてよ

い。また，abと 0を bで割った余りはともに 0で

等しいことに注意。

⑥ P500 フェルマーの小定理

pが素数で aが pと互いに素な整数のとき，

a≡1 (mod p) が成り立つ。

§2．証明

以下では，①∼⑤を用いて次の命題と定理を示そ

う。

[命題]

bを 2以上の自然数とし， bのオイラー関数の値

を m=ϕ(b) とおく。また， 0以上 b−1以下の整

数 (b個)を並び替えて，，，……，は bと互

いに素な数，，，……，はそうでない数

(1と b以外の公約数をもつ)とする。さらに， aを

bと互いに素な整数とし，各 aを bで割った余り

を とおく。

⑴ ，，……，と ，，……，は，とも

に 0以上 b−1以下の整数全体 (相異なる b個)を

表す。
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⑵ ，，……，と ，，……，は順序を

除いて一致する。

⑶ cを bと互いに素な整数とすると，acも bと

互いに素である。

⑷ z=…… とおくと z=…… が成

り立つ。さらに， zは bと互いに素である。

証明 ⑴ は自明。は⑤による。

⑵ �各  (m+1≦k≦b)が  (m+1≦ j≦b)の

いずれかに等しい�……(※)

が成り立てば，⑴により は相異なるので，

 (m+1≦k≦b)全体は同じ (b−m)個の

 (m+1≦ j≦b)全体と順序を除いて一致する。

すると再度⑴により，各  (1≦k≦m) は

 (1≦ j≦m) のいずれかに等しい。

ここで直前と同じ議論をすれば，結論が従う。

以下 (※)を示す。

m+1≦k≦b のとき，と bはある公約数

d (1，b)をもつから，aも dを約数にもつ。

ここで③により (a，b)=(，b) であるから，

と bも公約数 dをもち，(※)が示された。

⑶ cを bで割った余りを とする。

仮定と③により，1=(b，c)=(b，) となり，

も bと互いに素であるから k≦m である。

すると⑵より，と bが互いに素となる。

これと，ac≡a≡ (modb) に③を用いて

(ac，b)=(，b)=1

⑷ 前半は⑵，後半は⑶を繰り返し使う。

(補足) 技巧的ではあるが，⑴の後に④を用いて⑶

⑵の順に示す手短かな別証明が可能。

⑶：仮定に④を用いると，a+b=1，cz+bw=1

となる整数 ，，z，wが存在する。

a=1−b，cz=1−bw の辺々を掛けて

a⋅cz=(1−b)(1−bw)

よって ac⋅z+b(+w−bw)=1

再び④によれば，acと bは互いに素。

⑵：すると k≦m のときに，aは bと互いに素で

あるから，③により が bと互いに素となる。

⑴により は相異なるm個の整数であるから，

結論が従う。

[定理]

⑴ オイラーの定理

bは自然数とし，m=ϕ(b) とおく。このとき，

aが bと互いに素な整数ならば，a≡1 (modb)

が成り立つ。

⑵ フェルマーの小定理 (⑥)が成り立つ。

⑶ pを素数とすると，整数 aに対して

a≡a (mod p) が成り立つ。

⑷ ラグランジュの定理

bは自然数とし，ϕ(b)=m とおく。 aが bと互

いに素な整数のとき，⑴によれば a≡1 (modb)

となる最小の自然数 dが 1≦d≦m の範囲にある

ことがわかる。

この最小値 dをmodbにおける aの位数と呼ぶ。

このとき，a≡1 (modb) ならば，kは dの倍数

となる。

特に，位数 dはmの約数である。

証明 ⑴ b=1 のときは ϕ(1)=1 より明らかなの

で，b≧2 の場合を考える。

命題において，modbで考えると，

k=1，2，……，m のとき a≡

辺々を掛け合わせて命題⑷の zを用いると

(a)(a)……(a)≡……

すなわち a……≡……

よって a⋅z≡1⋅z

さらに，命題⑷により zは bと互いに素である

から，②を用いて a≡1 を得る。

⑵ ⑴と ϕ(p)=p−1 (∵①) による。

⑶ aが pと互いに素なときは，⑥の両辺を a倍す

ればよい。

そうでないときは， aは pの倍数であり

a≡0 (mod p) より a≡0≡a (mod p)

⑷ kを dで割った商を q，余りを rとおくと

k=dq+r，0≦r<d

ここで，modbにおいて

1≡a=a=(a)a≡1⋅a=a

であるが，dの最小性から r=0 が従うので，k

は dの倍数である。

�特に�は前半と⑴による。
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§3．例題

最後に，典型的な例題を掲げよう。

[例題]

⑴ aが整数のとき，a−a が 3の倍数となること

を示せ。(〔 1 〕P497演習例題 124⑵改題)

⑵ aが整数のとき，a−aが 9の倍数となること

を示せ。 (京都大 2001年)

⑶ 数列 {2}の下 3 桁を表す整数はあるところか

ら循環する。循環が始まる番号 Nと循環の長さ

Mを求めよ。 (広島大 2016年改題)

解答 ⑴ 定理⑶より a≡a (mod3)

両辺に aを掛けて直前の合同式を使うと

a≡a≡a (mod3) となり a−a≡0 (mod3)

⑵ ϕ(3)=3−3=6 (∵①) より，aが 9と互いに

素なときは，定理⑴から a≡1 (mod9) となり

a−1≡0 (mod9) を満たす。

aが 9と互いに素でないときは， aは 3の倍数で

あるから aは 9の倍数となり，a≡0 (mod9)

を満たす。

いずれにしても

a−a=a⋅a(a−1)≡0 (mod9)

よって，a−aは 9の倍数である。

(補足) 全く同様にして， pが素数でnが自然数

のとき，整数 aに対して次を得る。

a(a

−1)≡0 (mod p)

特に a

−a

≡0 (mod p)

⑶ n≧N において，

2≡2 (mod1000) ……�

となる自然数M，Nの最小値を求めればよい。

1000=2⋅5 より

�  2−2 が 1000の倍数

 2−2 が 5の倍数かつ 2の倍数

 
2≡2 (mod125) ……	

2≡2 (mod8) ……


に注意する。

� 以下，mod125で考える。	において

2 (n≧1)は 125と互いに素であるから，②より

	  2⋅2≡2⋅1  2≡1

したがって，	を満たすMの最小値は

mod125における 2の位数である。

なお，Mが位数のとき，	は n≧1 に対して

成り立つことを注意しておく。

そこで位数が 100であることを示す。

ϕ(125)=5−5=100 (∵①) より定理⑷によれ

ば，位数は 100の約数。

これから，kが 100と異なる 100の約数のとき

21 を示せばよい。そのためには�21 か

つ 21�を示せば十分。

ここで，k=1，2 のとき，二項定理から

(5−1)=(5)− C (5
)+ C (5

)

− C (5
)+ C (5

)−1

=5−5+2⋅5

−2⋅5+5−1

≡5−1

ゆえに 4=(5−1)≡5−1 (k=1) となり

2=(4)≡(5−1)≡5−1≡−11 (k=2)

2=(4)≡(5−1)=5−2⋅5+1

≡−2⋅5+1=−491

� 続いて，M=100 として
を考える。

mod8において，

2≡2  2≡2⋅2

 2≡0  n≧3

以上��から，M，Nの最小値はそれぞれ 100，

3であることがわかる。
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