
§0．はじめに

次の問題は現実とつながる問題である。(〔3〕等)

問題 1 . 体積が一定である直円柱の表面積を

最小にするには，高さと半径の比をどのように

すればよいか。

例えば直円柱の缶詰を作るとすると，表面積が小

さいということは材料費が少なくて済むということ

である。

後で示すように，問題 1を微分で解く場合，分数

関数が出てきて，これは一般の文系の生徒は学ばな

い内容である。そこで，微分を避けて，次の相加平

均・相乗平均の関係を使って解く方法を考えた。

�a，b，c>0 のとき，
a+b+c

3
≧ abc



等号成立は，a=b=c のときに限る。�

本稿では以下の用語を用いる。

底面が互いに相似で体積が一定の直柱のうち表面

積が最小のものを�節約型の (立体名)�，底面が互

いに相似で容積が一定の直柱型の箱のうち表面積が

最小のものを�節約型の箱�と呼ぶ。

(底面積)：(側面積)=1：4 …①

となる直柱を，立方体の展開図から連想して�立方

体型の (立体名)�と呼ぶ。

(底面積)：(側面積)=1：2 …②

となるふたのない直柱の箱を，日本古来の升の形に

ちなんで�升型の箱�と呼ぶ。(〔4〕)

本稿では，相加平均・相乗平均の関係を使って，

節約型の立体と箱に関わる問題を考える。

§1．問題 1の解法

まず微分を使った解法を示す。

解法 1 .

直円柱の体積を V，材料費を S，底面の円の半径

を ，高さをhとする。

V=πh (=一定)，S=2π+2πh

h=
V

π より，S=2π+
2V


で微分して，S′=4π−
2V


=


V

2π


のとき，S′=0 となり，Sは極小かつ

最小となる。このとき，h=2 となる。よって，高

さと半径の比は 2：1 である。 □
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h=2 なので，問題 1の答の直円柱は，正面から

見ると，正方形に見える直円柱，と言える。

次に，相加平均・相乗平均の関係を使った方法を

示す。

解法 2 .

S=2π+πh+πh …③

と変形する。相加平均・相乗平均の関係から

S≧3  2π⋅πh⋅πh


=3  2πh

=3  2πV 
(=一定)

Sが最小となるのは等号が成り立つときなので③

から， 2π=πh より h=2 のときである。よ

って，高さと半径の比は 2：1 である。 □

解法 2の③は

S=(底面積の 2倍)+(側面積の半分)×2

を表す。Sが最小となるのは

(底面積の 2倍)=(側面積の半分)

のときなので①が成り立つときである。

問題 1から，節約型の直円柱は立方体型の直円柱

と言える。

§2．節約型の直柱

問題 1を直柱の場合に拡張する。

問題 2 . 底面が互いに相似で体積が一定の直

柱のうち，表面積が最小となる直柱 (節約型の

直柱)はどのようなものか？

解答.

体積を V，表面積をSとする。底面が互いに相似

なので，底面の周の長さを とすると，底面積は

k (kは定数)と表される。高さを hとすると，側

面積は hとなる。

V=kh (=定数)，

S=2k+h=2k+
1
2
h+

1
2
h

として，相加平均・相乗平均の関係から

S≧3

2k⋅

1
2
h⋅

1
2
h


=3



k

2
h

=3


V 

2k


(=定数)

が成り立つ。表面積が最小となるのは等号が成り立

つときなので

2k=
1
2
h より 4k=h

のとき，すなわち，①のときである。したがって，

節約型の直柱は，立方体型の直柱である。 □

§3．節約型の直方体

授業で使っている教科書に次の問題があった。

(〔1〕)

問題 3 . 容積が 1440 cmの直方体の (ふたが

ある)箱を作りたい。材料費は，一定面積当た

り底面と側面が上面の 1.5倍である。材料費を

最も安くするにはどのように作ればよいか。

本校の 3年生に教える偏微分の問題である。問題

3を一般化して，相加平均・相乗平均を使って解い

てみる。

問題 4 . 体積が一定の直方体を考える。上底

面，下底面，側面の材料費をそれぞれ単位面積

当たり a，b，cとする。材料費が最も安くなる

のはどのような直方体か。

問題 4 の解答.

直方体の体積を V，底面の長方形の隣り合う 2辺

の長さを ，，高さを z，材料費を Sとする。

V=z (=定数)

S=(a+b)+2cz+2cz …④

となる。相加平均・相乗平均の関係から

S≧3  (a+b)⋅2cz⋅2cz


=3  4(a+b)cz

=3  4(a+b)cV 
(=定数)
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が成り立つ。材料費が最も安くなるのは等号が成り

立つときなので，④から

(a+b)=2cz=2cz，
2c


=
2c


=
a+b

z

より

：：z=2c：2c：(a+b) …⑤

のときである。すなわち，底面が正方形で，高さが

底面の正方形の 1辺の長さの
a+b

2c
倍の直方体の

ときである。これは，上下底面が正方形で，その材

料費の合計の 2倍と，側面の材料費が同じになると

きである。 □

特に，a=b=c のとき，==z となって，問

題 4の答は立方体となる。

問題 3の解答.

問題 4で，a=1，b=c=1.5 のときなので，底面

が正方形で，高さが底面の正方形の 1 辺の長さの

5
6
倍の直方体のときである。V=1440 なので，底

面が 1辺 12 cmの正方形で，高さが 10 cmの直方

体となるように作ればよい。 □

§4．節約型のふたのない箱

次にふたのない直方体の箱の場合を考えよう。

問題 5 . 容積が一定なふたのない直方体の形

の箱で，表面積が最小となるのはどのようなも

のか？

解答.

問題 4と同じ記号を使う。ただし，表面積をSと

するが，これは表面積の裏表合計の半分とする。

⑤で，a=0，b=c=1 として

：：z=2：2：1

のときである。すなわち，底面が正方形で，高さが

底面の正方形の 1辺の長さの半分の直方体のときで

ある。このとき②が成り立つので，節約型の直方体

の箱は，升型の箱である。 □

問題 5を拡張する。

問題 6 . 底面が互いに相似で体積が一定のふ

たのない直柱の箱のうち，表面積が最小となる

のはどのようなものか？

問題 2の解法と同様に，②が成り立つ箱であるこ

とが示される。したがって，ふたのない節約型の直

柱の箱は升型の箱である。

§5．おわりに

今回の問題は現実とつながる問題であった。微分

を使って解くことが基本である。しかし，相加平

均・相乗平均の関係を用いたので，底面積と側面積

の関係という新たな視点が得られたと思う。
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