
§1．はじめに

複素数係数の 2次方程式 αz
+βz+γ=0 の解の

公式は実数係数の 2次方程式の解の公式と同様に

z=
−β± β

−4αγ
2α

であるが，根号内が虚数にな

る場合は�複素数の平方根�を求める必要があり，

ド・モアブルの定理から次のように表される。

z=
−β± Δ  cos α

2
+isin

α

2 
2α

ただし，Δ=β
−4αγ，αは cosα=

ReΔ

Δ 
，

sinα=
ImΔ

Δ 
(0≦α<2π) を満たす最小正

しかし，三角関数を使わないで，もっと簡便に求め

られる表現があるはずである。

本稿では，このことを考察し，それを使って具体

的なすべての係数が虚数である複素数係数の 2次方

程式を解いてみる。

§2．虚数の平方根

αを虚数として  α を考える。この場合，

α=r(cosθ+isinθ) (r>0，θは最小正)とすると

 α = r cos θ

2
+isin

θ

2  である。
これは z

=α の解であるから，解を

z=z=a+bi (a，bは実数)，αを α=c+di (c，

dは実数)とおくと，(a+bi)=c+di である。

(a+bi)=a
−b

+2abi であるから，

a
−b

+2abi=c+di である。a，b，c，dは実数で

あるから，複素数の相等により，

a
−b

=c ……① かつ 2ab=d ……② である。

また，α=c+di は虚数であることから d0 で

ある。よって，②から a0 で b=
d

2a
……②′

②′を①に代入して，a
− d

2a 


=c

よって，4a−4ca−d
=0

A=a
 とおくと，a0 より A>0 である。

また，4A−4cA−d
=0 である。

これを解いて

A=
2c± 4c+4d

4
=

c± c
+d



2

A>0 より A=
c+ c

+d


2
であるから

a=±


c+ c
+d



2
=±

 c+ c
+d



 2

これを②′に代入して，

b=±
d

2
 c+ c

+d


 2

=±
d

 2  c+ c
+d



(複号同順)

したがって

z=a+bi

=±
 c+ c

+d


 2
±

d

 2  c+ c
+d


i

=±
1

 2  c+ c
+d

 +
d

 c+ c
+d


i

(複号同順)

なお，c=Reα，d=Imα， c
+d

 =α  であるか

ら z=±
1

 2  Reα+α +
Imα

 Reα+α 
i

つまり，z
=α の解は

z=±
1

 2  Reα+α +
Imα

 Reα+α 
i

である。

z

=α の解

z
=α (αは虚数)の解は

z=±
1

 2  Reα+α +
Imα

 Reα+α 
i
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複素数係数の 2次方程式の解の公式について
∼根号内が虚数になるときの簡便公式∼
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元
もと

教
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§3．複素数係数の 2次方程式の解の公式

複素数係数の 2次方程式 αz
+βz+γ=0 の解の

公式は，Δ=β
−4αγ とおくと z=

−β± Δ

2α
であ

る。今，Δが虚数のときを考えているから，Δ0，

ImΔ0 である。

また，§2.での結果から

± Δ=±
1

 2  ReΔ+Δ +
ImΔ

 ReΔ+Δ 
i

である。よって，

z=

−β±
1

 2  ReΔ+Δ +
ImΔ

 ReΔ+Δ 
i

2α

である。

複素数係数の 2次方程式の解の公式

複素数係数の 2次方程式 αz
+βz+γ=0 の解

は Δ=β
−4αγ が虚数のとき

z=

−β±
1

 2  ReΔ+Δ +
ImΔ

 ReΔ+Δ 
i

2α

§4．公式を使って係数がすべて虚数である

2次方程式を解く

§3.で得た公式を使って，次のような係数がすべ

て虚数である 2次方程式 (＊)を解いてみる。

(1+i)z−(2−i)z−1+2i=0 ……(＊)

α=1+i，β=−(2−i)，γ=−1+2i であるから，

Δ=β
−4αγ

=(2−i)−4(1+i)(−1+2i)

=4−4i+i
−4(−1+i+2i)

=3−4i−4(−3+i)

=15−8i

よって，ReΔ=15，ImΔ=−8，

Δ = 15+(−8) = 289=17

§3.で得た解の公式より

z=

−{−(2−i)}±
1

 2  15+17+
−8

 15+17
i

2(1+i)

=

(2−i)±
1

 2 4 2 +
−8

4 2
i

2(1+i)

=
(2−i)±(4−i)

2(1+i)
=

3−i

1+i
，−

1
1+i

=1−2i，−
1

2
+

1

2
i

確認

● z=1−2i のとき

(1+i)z−(2−i)z−1+2i

=(1+i)(1−2i)−(2−i)(1−2i)−1+2i

=(1+i)(−3−4i)−(−5i)−1+2i

=1−7i+5i−1+2i=0

● z=−
1
2

+
1
2
i=

−1+i

2
のとき

(1+i)z−(2−i)z−1+2i

=(1+i) −1+i

2 


−(2−i) −1+i

2 −1+2i

=(1+i)− i

2 − −1+3i
2

−1+2i

=
−i+1+1−3i

2
−1+2i=0

確かに，z=1−2i，−
1
2

+
1
2
iは (＊)の解である。

§5．まとめ

複素数係数の 2次方程式の解の公式では根号内が

虚数になることがあるので，それを予め複素数

a+bi (a，bは実数)の形に直して新たな公式とし

たものである。ただし，複素数 zの実部，虚部を表

す Rez，Imzは便利な記号であるが，高校生には不

慣れである。しかし，Rez=
z+z

2
，Imz=

z−z

2i

であることから

z=

−β±
1

 2  ReΔ+Δ +
ImΔ

 ReΔ+Δ 
i

2α

は次のように表せる。

z=

−β±
1

 2  Δ+Δ

2
+Δ +

Δ−Δ

2i



Δ+Δ

2
+Δ 

i
2α

=

−β±
1

 2  Δ+Δ

2
+Δ +

Δ−Δ

2



Δ+Δ

2
+Δ  

2α

ただし，これは複雑になりすぎるし，実際に計算す

る時には§3.で得た公式の方が便利であろう。

ここで考察した内容については進んだ生徒に考察

させたい問題である。

(山口県立岩国高等学校)
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