
§1．はじめに

複素数がある整数係数多項式

f ()=a
+a

+…+a の根 (すなわち，方

程式 f ()=0 の解)となるとき，この複素数を代

数的数という。逆に，そうでない複素数を超越数と

いう。

例えば，
3+ 5

4
や cos20°は整数係数多項式

4−6+1や 8−6−1の根となるから代数的

数である。他方，自然対数の底 eや円周率 πは超越

数であることが知られている。

ここでは，高校 2年程度の数学を用いた素朴な方

法で次の主題を示す。

なお，方程式 f ()=0 の最高次の係数 aは，両

辺に−1を掛けることにより a>0 としても良い

ことに注意する。

[主題]

⑴ c (k=1，2，3，…)は 0以上 9以下の整数で，

c>0 となる項が無限に存在するとき，次のよう

な十進小数展開で表せる実数 bは超越数である。

b=∑



c⋅10

 !

=0.c c 000 c 0…0 c 0…0 c 0…
↑↑ ↑ ↑ ↑

小数第 1位 2位 3!=6位 4!=24位 5!=120位

⑵ 特に，リウヴィル数 ℓ=∑



10 ! は超越数であ

る。

⑶ 超越数は非加算無限個存在する。

§2．準備

主題の証明のために，2つの補題を準備する。

[補題 1 ]

実数係数m次多項式

f ()=a
+a

+…+a

に対して，定数Lが

a <L (k=0，1，2，…，m)

を満たすと仮定する。

このとき，s≧t≧1 ならば

 f (s)− f (t) ≦mL(s−t)s

が成り立つ。

証明  f (s)− f (t) 

= ∑



as

−∑



at

 
= ∑




a(s

−t) 
三角不等式と，k=0 の項は消えることから

≦∑



a  (s

−t)

ここで，s≧t≧1 より

s−t

=(s−t)(s+st+…+t)

≦(s−t)(s+s+…+s)

=(s−t)ks

≦(s−t)ms

および，a <L により

 f (s)− f (t) ≦∑



L⋅(s−t)ms

=mL⋅(s−t)s
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[補題 2 ]

bは代数的数であり，多項式

f ()=a
+a

+…+a (ただし，各係数 a

は整数)の根であると仮定する。

⑴ 任意の自然数Nに対して，Nbも代数的数であ

り，

g()=a
+aN+aN



+…+aN
+…+aN



という整数係数多項式の根となる。

⑵ a <L (0≦k≦m) ならば，

aN
<L⋅N (0≦k≦m) である。

証明 ⑴ g(Nb)

=a(Nb)+aN (Nb)+…

+aN
⋅(Nb)+…+aN



=N(ab
+ab

+…+ab
+…+a)

=Nf (b)

となり，f (b)=0 ならば g(Nb)=0 である。

⑵ 1≦N≦N (0≦k≦m) より明らか。

§3．主題の証明

2つの補題を用いて，主題を証明する。

[主題の証明]

⑴ 背理法による。

もし bが代数的と仮定すると，bはある多項式

f ()=a
+a

+…+a

(ただし，m≧1，各 aは整数，a>0)の根である。

このとき，

a <L (0≦k≦m)

となる十分大きな定数Lをとっておく。c>0 と

なる項は無限に存在するので，次の 4つの不等式

①∼④をすべて満たす十分大きな自然数nをとる

ことができる。

mL<10 ! …①

2m+1<n …②

10L<10! …③

c>0 …④

ここで，②によれば 4≦n である。

さて，このようなnに対して，N=10 ! とおき，

s=Nb とすると

s=10 !×∑



c⋅10

 !

=∑



c⋅10

 ! !

=∑



c⋅10

 ! !+c+ ∑



c⋅10

 ! !

である。さらに，

u=∑



c⋅10

 ! !

=c⋅10
 !!+c⋅10

 !!

+…+c⋅10
 !!

とおくと，

sの整数部分 t は t=u+c (≧1)

であり，

s<(c+1)10 !!≦10 ! より

s<10 ! …⑤

が成り立つ。また，

n !−(n−1)!=(n−1)⋅(n−1)!

>(n−1)! (∵ n≧4)

に注意すると

uは 10!の倍数 …⑥

であることがわかる。

他方，sの小数部分は

s−t= ∑



c⋅10

 ! !

=c⋅10
 !!+c⋅10

 !!+…

であり，

s−t<(c+1)⋅10 !!

≦10⋅10 !!

<10 ! ! ! (∵ 1<n !)

より

s−t<10 ! …⑦

を満たす。

最後に，補題 2により，s=Nb は多項式

g()=a
+aN+aN



+…+aN
+…+aN



の根であり，

aN
 <L⋅N (0≦k≦m) …⑧

を満たす。

以上の準備のもとに，整数 g(t)について，

� g(t)=0 かつ � g(t)0 という矛盾を導く。
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� まず，g(t)=0 を示す。

g(t)は整数より，g(t) <1 を示せば十分で

ある。

s=Nb は g()の根より，g(s)=0 を満たすか

ら

g(t) 

=g(s)−g(t) 

≦m(L⋅N)(s−t)s (∵ ⑧と補題 1 )

=mL⋅(10 !)(s−t)s

<10 !(10 !)10 !(10 !)

(∵ ①⑤⑦)

=10 !<10=1 (∵ ②)

� 次に，g(t)0 を示す。

g(t)は整数より，g(t)が 10!の倍数では

ないことを示せば良い。

g(t)=at
+aNt+aN

t

+…+aN
t+…+aN



において，第 2項以降はすべて N=10 ! の倍

数ゆえ，これらはすべて 10!の倍数となる。

第 1項は，二項定理と⑥により

at
=a(u+c)



=ac
+a×(uの倍数)

=ac
+{10!の倍数}

ここで，1≦c≦9 および③より，

0<ac
<L⋅10<10!

であるから，ac
は 10!の倍数にはなら

ず，at
も 10!の倍数にはならない。以上

から，g(t)が 10!の倍数ではないことが従

う。

これで��が示され，証明が完了した。

⑵ ⑴で，

c=1 (k=1，2，3，…) の場合である。

⑶ ⑴の条件を満たす数列 {c}と {c′}が異なると

きには，b=∑



c⋅10

 ! と b′=∑



c′⋅10

 ! は十

進小数表示が異なるので，異なる実数であること

がわかる。⑴の仮定を満たすような数列 {c}は

非加算無限個存在するから，この数列から定まる

超越数 bも非加算無限個存在する。

§4．おわりに

参考文献〔 1 〕では，代数的数が加算個であること

を示すことで超越数が非加算無限個存在することを

紹介している。今回のレポートでは主題⑵の証明を

当初の目標としていたが，〔 1 〕を参考にすること，

および〔 1 〕の著者から個人的に数多くの知見を与え

て頂くことにより，主題⑶の証明に辿り着くことが

できた。著者の吉田信夫先生 (研伸館)には深く感

謝を申し上げたい。

参考文献〔 2 〕はより専門的であり，n次の代数的

数がもつ性質を用いて主題⑵の証明をしている。

参考文献〔 3 〕では，eと πが超越数であることを

証明している。特に eについては，高校数学の範囲

で理解できる方法である。
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