
§0．はじめに

三角比や三角関数の授業で sinA+sinB+sinC

=4 cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
などの証明問題を扱うと

き，公式の確認や式の変形に終始してしまい素気な

さを感じていた。三角関数で表された式ならば，何

か図形とつながるのではないかと思い，三角形と関

連付けて考察した。

§1．sinA+sinB+sinC の広がり

△ABCにおいて，a=BC，b=CA，c=AB とし，

以下△DEF等においても同様とする。また，

△ABCの垂心をH，内心を I，内接円の半径を r，

外接円の半径をRとする。

定義 1.1 (傍心三角形)

△ABCにおける 3つの傍心に対して，∠A

の内角の二等分線上の傍心 (∠A内の傍接円の

中心)を X，∠Bの内角の二等分線上の傍心を

Y，∠Cの内角の二等分線上の傍心をZとする。

このとき，△XYZを△ABCの傍心三角形と

呼ぶこととする。

定理 1.2 I は傍心三角形 XYZの垂心である。

証明 3直線AX，BY，CZは，△ABCの内心 I で

1点で交わっている。

直線 BXは∠Bの外角の二等分線より，

∠CBX=
π−B

2
であるから，

∠YBX=∠YBC+∠CBX

=
B

2
+

π−B

2

=
π

2

よって，Iは△XYZの垂心である。 終

補題 1.3 △ABCにおいて，次の等式が成り立

つ。

sinA+sinB+sinC

=4cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
=4sinX sinY sinZ

証明 ∠CBX=
π−B

2
，∠BCX=

π−C

2
なので，

△BXCに着目して，

X=π− π−B

2
+

π−C

2 =B+C

2
=

π−A

2

である。他も同様に，

Y=
C+A

2
=

π−B

2
，Z=

A+B

2
=

π−C

2

sinX sinY sinZ

=sin π2 −
A

2 sin π2 −
B

2 sin π2 −
C

2 
=cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2

一方，

sinX sinY sinZ

=sin π2 −
A

2 sin π2 −
B

2 sin A+B

2

=cos
A

2
cos

B

2
sin

A+B

2
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=
1
2 cos A+B

2
+cos

A−B

2 sin A+B

2

=
1
2  1

2
sin(A+B)+

1
2
(sinA+sinB)

=
1
4
{sin(π−C)+sinA+sinB}

=
1
4
(sinA+sinB+sinC)

以上より，

sinA+sinB+sinC=4cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2

=4sinX sinY sinZ 終

補題 1.4 △ABCの内接円と辺 BC，CA，AB

との交点をそれぞれ D，E，Fとする。このと

き，次の関係が成り立つ。

△DEF△XYZ

証明 DEと CIの交点をMとする。

△CDMと△CEMにおいて，CD=CE (接線の

長さ)，CMは共通，∠DCM=∠ECM=
C

2
より，

2辺とその間の角がそれぞれ等しいので，

△CDM≡△CEM

対応する角は等しいから，∠CMD=∠CME

よって

∠CME=
π

2
……①

(換言すれば，CD=CE，ID=IE=r より，ICは

線分 DEの垂直二等分線である。)

また，定理 1.2より，Iは△XYZの垂心であるか

ら，∠ZCX=
π

2
……②

①，②より，錯角が等しいので，DE⫽XY である。

他も同様に，EF⫽YZ，FD⫽ZX

ゆえに，直線 DE，DFのなす角と直線 XY，XZ

のなす角は等しく D=X

同様に，E=Y，F=Z なので，

△DEF△XYZ 終

定理 1.5 △ABC，△DEFにおいて，次の等式

が成り立つ。

R

r =
a+b+c

def

証明 補題 1.4より，X=D，Y=E，Z=F

よって，補題 1.3から

sinA+sinB+sinC=4sinX sinY sinZ

=4sinDsinEsinF

ここで，△ABCの外接円の半径は R，△DEFの

外接円の半径は rであるから，正弦定理より

a

2R
+

b

2R
+

c

2R
=4∙

d

2r
∙
e

2r
∙
f

2r

a+b+c

2R
=

def

2r

R

r =
a+b+c

def
終

補題 1.6 △ABCの面積をSとする。

R=
abc

4S
，a+b+c=

abc

2rR

証明 S=
1
2
bcsinA から，sinA=

2S
bc

正弦定理より，sinA=
a

2R
だから，

a

2R
=

2S
bc

となり，R=
abc

4S
が成り立つ。

さらに，S=
1
2
r(a+b+c) より，

abc

4R
=

1
2
r(a+b+c) となり，a+b+c=

abc

2rR

である。 終

定理 1.7 △ABC，△DEFにおいて，次の等式

が成り立つ。

R

r
=



1
2
∙
abc

def

証明 定理 1.5，補題 1.6より

R

r =
a+b+c

def

R

r =
1

def
∙
abc

2rR
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R

r =
abc

2def

R>0，r>0 より

R

r
=



abc

2def
終

§2．acosA+bcosB+ccosC と
垂足三角形

補題 2.1 △ABCにおいて，次の等式が成り立

つ。

sin2A+sin2B+sin2C=4sinAsinBsinC

証明 sin2A+sin2B+sin2C

=2sin(A+B)cos(A−B)+2sinCcosC

=2sin(π−C)cos(A−B)+2sinCcosC

=2sinC{cos(A−B)+cosC}

=2sinC{cos(A−B)+cos(π−A−B)}

=2sinC∙2cos
π−2B

2
cos

2A−π

2

=4sinC cos π2 −BcosA−
π

2 
=4sinAsinBsinC 終

補題 2.2 △ABCにおいて，次の等式が成り立

つ。

acosA+bcosB+ccosC=
8S

abc

証明 正弦定理より，a=2RsinA，b=2RsinB，

c=2RsinC であるから，

acosA+bcosB+ccosC

=2RsinAcosA+2RsinBcosB

+2RsinCcosC

=R(sin2A+sin2B+sin2C)

=4RsinAsinBsinC (∵補題 2.1)

=4R∙
a

2R
∙
b

2R
∙
c

2R

=
abc

2R

=
abc

2  4S
abc 



(∵補題 1.6)

=
8S

abc
終

定義 2.3 (垂足三角形)

△ABCは鋭角三角形とし，A，B，Cから対

辺に下ろした垂線の足をそれぞれH，H，H

とする。

△HHHを△ABCの垂足三角形と呼ぶこと

とする。

補題 2.4 以下，△ABCは鋭角三角形であると

する。Hは垂足三角形HHHの内心である。

証明 Hは△ABCの垂心より，AH，BH，CH

は 1 点で交わっている。∠BHC=∠BHC=
π

2

なので，円周角の定理の逆から，4点 B，C，H，

Hは同一円周上にある。円周角の定理より，

∠HHC=∠HBC ……①

また，∠BHH+∠BHH=π であるから， 4点

B，H，H，Hは同一円周上にある。円周角の定

理より，

∠HBH=∠HHH ……②

∠HBCと∠HBHは同じ角なので①，②から，

∠HHH=∠HHC

ゆえに，Hは△HHHの内心である。 終

補題 2.5 直線AB，ACに関して，点Hと対

称な点をそれぞれH′，H″とする。4点H′，

H，H，H″は，この順に同一直線上にある。

証明 まず，3点H′，H，Hが同一直線上にある

ことを示す。

HとH′はABに関して対称な点だから，

∠H′HB=∠BHH

補題 2.4より，∠HHC=∠CHH
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CHはABの垂線だから ∠CHB=
π

2
。よって，

∠H′HB+∠BHH+∠HHC+∠CHH

=2∠BHH+2∠HHC

=2∠CHB

=π

ゆえに，3点H′，H，Hは同一直線上にある。

次に，3点H′，H，Hがこの順にあることを示

す。2点H，Hは直線ABに関して同じ側にあ

り，H′はABに関してHと対称な点であるか

ら，H′はABに関してHの反対側となる。さ

らに，HはAB上の点より，3点H′，H，Hは

この順にある。

以上より，3点H′，H，Hはこの順に同一直線上

にある。同様に，3点H，H，H″もこの順に同

一直線上にあることが言えるので，4点H′，H，

H，H″は，この順に同一直線上にある。 終

補題 2.6

AH′=AH″=AH，∠H′AH″＝2A

証明 H′，H″の定義より，AH=AH′=AH″

は明らか。

また，∠HAB=∠BAH′，∠HAC=∠CAH″

であるから

∠H′AH″=∠H′AH+∠HAH″

=2∠BAH+2∠HAC

=2A 終

補題 2.7 H′H″=
8S

abc

証明 △AH′H″において余弦定理から

(H′H″)
=(AH′)

+(AH″)


−2AH′∙AH″cos∠H′AH″

=AH
+AH

−2AH
cos2A

(∵補題 2.6)

=2AH
(1−cos2A)

=4AH
sinA

AH>0，sinA>0 より

H′H″=2AHsinA

ここで，S=
1
2
BC∙AH より，AH=

2S
a

また，S=
1
2
bcsinA より，sinA=

2S
bc

これらを代入して

H′H″=2∙
2S
a

∙
2S
bc

=
8S

abc
終

定理 2.8

acosA+bcosB+ccosC

=(△HHH の周の長さ)

証明 補題 2.2，2.7より

acosA+bcosB+ccosC=H′H″

H′，H″はそれぞれ直線HB，HCに関して点

Hと対称な点だから，HH′=HH，

HH″=HH

H′H″=H′H+HH+HH″

=HH+HH+HH

したがって，

acosA+bcosB+ccosC=HH+HH+HH

つまり，acosA+bcosB+ccosCの値は垂足三

角形HHHの周の長さに等しい。 終

§3．傍心三角形 XYZと茨ABC，茨DEF

定理 3.1 △ABC，△XYZの外接円の半径を

それぞれ R，Lとしたとき，次の等式が成り立

つ。

L=2R
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証明 定理 1.2より，Iは△XYZの垂心だから，

△ABCは△XYZの垂足三角形である。また，

0<A，B，C<
π

2
で，補題 1.3から X=

π−A

2
，

Y=
π−B

2
，Z=

π−C

2
なので，X，Y，Zはとも

に鋭角である。よって，△XYZにおいて，定理

2.8を用いると

cosX+cosY+zcosZ=a+b+c

………(☆)

左辺に着目すると，△XYZの外接円の半径は L

より，正弦定理から，=2LsinX，=2LsinY，

z=2LsinZ である。ゆえに

(☆)の左辺

=2LsinX cosX+2LsinY cosY

+2LsinZ cosZ

=Lsin2X+Lsin2Y+Lsin2Z

=Lsin(π−A)+Lsin(π−B)+Lsin(π−C)

=L(sinA+sinB+sinC)

一方で右辺は，△ABCにおいて正弦定理より

a+b+c=2RsinA+2RsinB+2RsinC

=2R(sinA+sinB+sinC)

したがって，等式 (☆)をおき換えると

L(sinA+sinB+sinC)

=2R(sinA+sinB+sinC)

L=2R 終

系 3.2 △DEFと△XYZの相似比は

r：2R= def： 2abc

証明 補題 1.4より△DEF△XYZで，相似比は

外接円の半径の比と等しく r：L=r：2R であ

る。定理 1.7より

r：2R=r：2∙


abc

2def
r= def： 2abc

終

系 3.3

=4Rcos
A

2
，=4Rcos

B

2
，z=4Rcos

C

2

d=2rcos
A

2
，e=2rcos

B

2
，f=2rcos

C

2

証明 △XYZで正弦定理を用いると，X=
π

2
−

A

2
，

定理 3.1から


sin π2 −
A

2 
=2L=4R

=4Rcos
A

2

系 3.2より，

d=
r

2R
∙4Rcos

A

2

=2rcos
A

2

つまり，R=
a

2sinA
，r=

2S
a+b+c

=
bcsinA

a+b+c

などから，，dは△ABCの辺と角だけで表現で

きる。，z，e，fも同様に示せる。 終

定理 3.4 △XYZ=R(a+b+c)

証明 系 3.3より，X=
π

2
−

A

2
，=4Rcos

B

2
，

z=4Rcos
C

2
から

△XYZ=
1
2
zsin π2 −

A

2 
=

1
2
∙4Rcos

B

2
∙4Rcos

C

2
∙cos

A

2

=2R4cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2 
=2R(sinA+sinB+sinC)

(∵補題 1.3)

=R(a+b+c) 終

系 3.5 △ABCと△XYZの面積比は r：2R

証明 △ABC：△XYZ

=
1
2
r(a+b+c)：R(a+b+c)

=r：2R 終
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