
§0．はじめに

このたび，数研通信数学No.70の一松信先生の

記事に関しまして，とても興味をもちましたので筆

をとりました。チェビシェフの定理�nと 2nの間

に素数がある�について，私自身もエルデーシュの

証明等を参考にしながら考えてみたことがあります

が，今回の一松先生の証明は実質わずか 3ページ分

の分量で要点をついたわかりやすいものであり，大

変驚きました。

そこで，チェビシェフの定理の条件をもう少しき

つくしたものを考えたので，報告します。

§1．主題

素数に関するチェビシェフの定理� 2以上の自然

数 nに対して，n<p<2n を満たす素数が存在す

る�を少し精密化して，

� 8以上の自然数nに対して，n<p<1.5n を満た

す素数 pが存在する�

ことを高校数学Ⅲ微分積分の知識を用いて示そう。

なお，議論の要点は，スターリングの公式の精度

を少し落とした不等式を証明した上で，命題 8の数

列 Aに用いるところにある。

§2．本論

【定義 1 】 p指数

自然数Mを素因数分解したときの素数 pに関

する因数が pであるとき，dをMについての

� p指数�と呼び，v(p)=d と表す。

なお，Mが pを素因数にもたないときは，

v(p)=0 である。

このとき，Mの素因数分解が M= ∏


p と表

せる。

これは，M以下のすべての素数 pにわたる pの

積を表す。

自然対数をとると，logM= ∑


v(p)⋅logp と書ける。

なお，このレポートを通して，文字 pは必ず素数

を表す。

【命題 1 】 階乗の p指数

自然数nを素数 pによる p進展開で

n=ap
+ap

+……+ap
+ap+a

(ただし，各 j について 0≦a≦p−1，a≧1)

と表すとき，r= lognlog p  ( p≦n<p)

である。このとき，M=n! についての p指数は

v(p)=∑



n
p 

である。(和の上限は，r以上であればよい。)

(証明) p≦n<p

 r⋅log p≦logn<(r+1)log p

 r≦
logn
log p

<r+1  r= lognlog p 
となる。n以下の自然数の中で，p指数が j 以上と

なるものは，p進展開したときの ( j−1)次以下の係

数がすべて 0の場合であるから

N= np =ap
+a p

+a p


+……+ap+a

個あり，指数がちょうど j となるものは N−N

個であるから，n !に関する p指数は

∑



j(N−N)=∑




jN−∑




jN

=∑



jN−∑




( j−1)N=∑




N
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(最初の等号は，N=0，2番目は， j=1 のとき

j−1=0 による)。

j>r のときは  np =0 から和の上限は rで十分。

■

【定義 2 】

実数 に対して，

π()=( 以下の素数の個数)

θ()=∑


log p

( pは 以下の全ての素数 pを渡る) とおく。

なお，θ(2n)−θ(n)>0 (n≧2) がチェビシェフの

定理の十分条件を与え，θ(1.5n)−θ(n)>0 (n≧8)

が主題の十分条件を与えることに注意する。

また，次の細かい点を指摘しておく。

nが自然数で n≧2 のときに 2n (>2) は素数で

はない。同様に，n≧8 で 1.5nが自然数となるとき

は，1.5n (>3) は 3の倍数となり素数ではない。

【命題 2 】 スターリングの公式 (高校版)

自然数 n (≧2)に対して，不等式

n⋅logn−n+1≦log(n !)

≦n⋅logn−n+logn+1

が成り立つ。

(証明) kを任意の自然数とする。

k≦<k+1 のとき，f ()=logk，

g()=log(k+1) という 2 つの階段関数 f ()と

g()を定義すると，1≦≦n において

f ()≦log≦g() となるから，定積分をとって





f ()d≦




logd≦




g()d

ここで，





f ()d=log1+log2+log3

+……+log(n−1)=log(n−1)!





g()d=log2+log3+log4

+……+logn=log(n !)





logd=⋅log−




=n⋅logn−n+1

となるから

log(n−1)!≦n⋅logn−n+1≦log(n !)

左側の不等式の両辺に lognを加えると，

log(n−1)!+logn=log(n !) から

log(n !)≦n⋅logn−n+logn+1 を得る。 ■

【命題 3 】

実数  (≧0)に対して，

⑴ =[2]−2[]=( 0または 1 )

⑵ =[6]+[2]−[4]−[3]−[]

=( 0または 1 )

(証明) 実数の整数部分をm，小数部分をaとする。

すなわち，m=[]，a=−[] であり，=m+a

と表せる。

⑴ 0≦a<
1
2
のとき =(2m)−2m=0，

1
2
≦a<1 のとき =(2m+1)−(2m)=1

⑵ 0≦a<
1
6
のとき，

=(6m)+(2m)−(4m)−(3m)−m=0

1
6
≦a<

1
4
のとき，

=(6m+1)+(2m)−(4m)−(3m)−m=1

1
4
≦a<

1
3
のとき，

=(6m+1)+(2m)−(4m+1)−(3m)−m=0

1
3
≦a<

1
2
のとき，

=(6m+2)+(2m)−(4m+1)−(3m+1)−m

=0

1
2
≦a<

2
3
のとき，



=(6m+3)+(2m+1)−(4m+2)−(3m+1)−m

=1

2
3
≦a<

3
4
のとき，



=(6m+4)+(2m+1)−(4m+2)−(3m+2)−m

=1

3
4
≦a<

5
6
のとき，



=(6m+4)+(2m+1)−(4m+3)−(3m+2)−m

=0

5
6
≦a<1 のとき，



=(6m+5)+(2m+1)−(4m+3)−(3m+2)−m

=1 ■
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【命題 4 】

nを自然数とするとき，

N= C =
(2n+1)!
(n+1)!n !

とおくと，次の不等式が成り立つ。

⑴ N≦2

⑵ Π


p≦N

(左辺は，n+1<p≦2n+1 を満たす全ての

素数 pの積を表す)

⑶ θ(2n+1)−θ(n)≦2n⋅log2

⑷ θ(2n)−θ(n)≦2n⋅log2

⑸ θ(n)≦2n⋅log2

(証明) ⑴ C = C  と二項定理により

2= C + C +……+ C + C 

+……+ C ≧2N

両辺を 2で割ると，2≧N を得る。

⑵ n≧1 のとき， 2n+1≦n+1 に注意する。

n+1<p≦2n+1 とすると，2n+1<p となる

から，Nの p指数は (命題 1で r=1 の場合)

v(p)= 2n+1
p − n+1

p − np =1−0−0=1

これが結論であった。

⑶ ⑴，⑵から，

θ(2n+1)−θ(n+1)= ∑


log p≦logN

≦2n⋅log2

⑷ 2n+2は素数でない (n≧1)から，⑶により，

θ(2n+2)−θ(n+1)=θ(2n+1)−θ(n+1)

≦2n⋅log2≦(2n+2)log2

となり，n≧2 のときに不等式が成り立つことが

わかる。n=1 のときも θ(2)−θ(1)=log2<2log2

⑸ nに関する帰納法を用いる。n=1，2 のとき，

θ(1)=0<log2，θ(2)=log2<2log2 から不等式

が成り立つ。n=2m 以下の自然数については不

等式が成り立つと仮定する。

n=2m+1，2m+2 のとき，まず

θ(2m+1)={θ(2m+1)−θ(m+1)}+θ(m+1)

≦2m⋅log2+2(m+1)log2

=2(2m+1)log2

ここで，不等式は⑶と帰納法の仮定による。

次に，

θ(2m+2)={θ(2m+2)−θ(m+1)}+θ(m+1)

≦2(m+1)log2+2(m+1)log2

=2(2m+2)log2

ここで不等式は⑷と帰納法の仮定による。 ■

【命題 5 】

実数  (>0) に対して，θ()≦2⋅log2 が

成り立つ。

(証明) ⑴ 0<<1 のときは (左辺)=0<(右辺)

≧1 のときは，命題 4 ⑸により

θ()=θ([])≦2[]⋅log2≦2⋅log2 ■

【命題 6 】

実数 ≧1 のとき，0≦log≦
9
4
⋅ 


が成

り立つ。

(証明) ≧1 において関数

f ()=
log

 
 =


 log とおくと，

f ′()=−
1
6



 log+


⋅

=−
1
6



(log−6)

f ()は，1≦≦e において増加し，e≦ におい

て減少するから，=e のときが最大である。

∴ f ()≦ f (e)=
6
e
<

6
2.7

<
9
4

■

【命題 7 】

関数 f()=
1
12
−  ⋅log−5log−5 に

ついて，≧6 のとき f ()>0 が成り立つ。

(証明) ≧6 のとき f ′()>0，かつ f (6)>0 を

示せばよい。

f ′()=
1
12

−
1
2



 log−


⋅−5⋅

≧
1
12

−
1
2




9
4



−


−5⋅

(∵ 命題 6 )

=
1
12

−
9
8



−


−5⋅

≧
1
12

−
9
8
(6)


−(6)


−5⋅(6)

(∵ ≧6)

=2209×6>0

f (6)=
1
12

×6−(6)

 log(6)−5log(6)−5
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=3883−1266log6>0 (∵ log6<2) ■

【命題 8 】 Aの定義と p指数

自然数 n (≧2)に対して，

A=
(6n)!×(2n)!

(4n)!×(3n)!×n !

とする。

さらに，pを任意の素数とするとき，

r= log6n
log p  (p≦6n<p) とし，

分子 (6n)!×(2n)!の p指数を u

分母 (4n)!×(3n)!×n !の p指数を w

とおくと，次が成り立つ。

⑴ 0≦u−w≦r

⑵ Aは自然数である。

⑶ Aの p指数を vとするとき，p≦6n

すなわち，v⋅log p≦log6n

特に，Aの素因数は 6nより小さい。

⑷  6n<p のとき，Aの p指数は 1以下

⑸ 4n<p<6n のとき，Aの p指数は 1

⑹ 2n<p<4n のとき，Aの p指数は 0

(証明) n≧2 より， 6n<2nに注意する。

⑴ r= log6n
log p  (p≦6n<p) とする。

pを素数とするとき，(6n)!の p指数は

∑



6n
p  であった。(∵ 命題 1 )

同様にして，(6n)!×(2n)!の p指数は，

u=∑



6n
p +∑




2n
p 

(4n)!×(3n)!×n ! の p指数は，

w=∑



4n
p +∑




3n
p +∑




n
p 

ここで，命題 3 ⑵を用いて

u−w=∑


6
n
p +2 np −4 np −3 np 

− np =∑



( 0または 1 )

ゆえに 0≦u−w≦r

⑵ すべての素数 pに対して u≧w より Aは自

然数となる。

⑶ Aのp指数が v=u−w≦r により p≦p≦6n

自然対数をとると v⋅log p≦log6n

⑷  6n<p のとき，

v=6 np +2 np −4 np −3 np − np 
=( 0または 1 ) (∵ r=1)

⑸ ( 6n<)4n<p<6n のとき，
1
6
<
n
p
<

1
4
から

v=6 np +2 np −4 np −3 np − np 
=1+0−0−0−0=1

⑹ ( 6n<)2n<p<3n のとき，
1
3
<
n
p
<

1
2
から

v=6 np +2 np −4 np −3 np − np 
=2+0−1−1−0=0

3n<p<4n のとき，
1
4
<
n
p
<

1
3
から

v=6 np +2 np −4 np −3 np − np 
=1+0−1−0−0=0

【命題 9 】 θ(6n)−θ(4n) の評価

自然数nに対して，次の不等式が成り立つ。

⑴ n≧2 のとき，

① logA≦θ(6n)−θ(4n)+4n⋅log2+ 6n ⋅log6n

② logA≧3n⋅log3−3logn−5

③ θ(6n)−θ(4n)

≧n⋅log
27
16

+ 6n⋅log6n−3logn−5

⑵ n≧6=7776 のとき，

θ(6n)−θ(4n)>2log6n

(証明) ⑴ ①：自然数 Aの素因数 pの p指数を

v(p)と表すと，p<6n から

logA= ∑


v(p)log p

= ∑
 

v(p)log p+ ∑
 

v(p)log p

+ ∑


v(p)log p+ ∑


v(p)log p

ここで， ∑
 

v(p)logp≦ ∑
 

v(p)log6n=π( 6n )log6n

≦ 6n⋅log6n

また，命題 8 ⑷と命題 5により

∑
 

v(p)logp≦ ∑
 

logp≦ ∑


logp=θ(2n)

≦4n⋅log2

∑


v(p)log p=0 (∵ 命題 8 ⑹)

さらに，命題 8 ⑸により

∑


v(p)logp= ∑


logp=θ(6n)−θ(4n)
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以上から，logA≦θ(6n)−θ(4n)

+4n⋅log2+ 6n⋅log6n

②：命題 2のスターリングの公式 (高校版)より

logA=log(6n)!+log(2n)!−log(4n)!

−log(3n)!−log(n !)

≧{6n⋅log6n−6n+1}+{2n⋅log2n−2n+1}

−{4n⋅log4n−4n+log4n+1}

−{3n⋅log3n−3n+log3n+1}

−{n⋅logn−n+logn+1}

=3n⋅log3−3logn−1−log12

>3n⋅log3−3logn−5

(∵ log12<4)

③：①，②から

θ(6n)−θ(4n)+4n⋅log2+ 6n⋅log6n

≧3n⋅log3−3logn−5

∴ θ(6n)−θ(4n)≧n⋅log
27
16

− 6n⋅log6n

−3logn−5

⑵ ここで，log
27
16

=0.52……>
1
2
により

θ(6n)−θ(4n)>
1
2
n− 6n⋅log6n−3logn−5

>
1
12

⋅6n− 6n ⋅log6n−3log6n−5

(∵ logn<log6n)

命題 7の関数 f ()を用いると，

= f (6n)+2log6n≧2log6n ■

【命題 10】

nは自然数とする。

⑴ n≧4×6=31104 のとき，θ(1.5n)−θ(n)>0

⑵ 8≦n<4×6 のとき，θ(1.5n)−θ(n)>0

(証明 ) ⑴ 4m≦n<4(m+1) となる自然数m

(≧6)をとる。4m<p<6m となる素数 pの中で，

n<p≦1.5n に属さない可能性があるものは，

p=4m+1，4m+3 の 2個だけであるから，命題

9 ⑵により

θ(1.5n)−θ(n)≧θ(6m)−θ(4m)−log(4m+1)

−log(4m+3)

>2⋅log(6m)−log(4m+1)−log(4m+3)>0

⑵ n<31104 のときは，素数の列 11=p<p<p

……<p で，p<1.5p かつ 31104<p を満

たすものが存在すればよい。実際，次の列がそう

である。

11，13，19，23，31，43，61，89，131，193，283，

421，631，941，1409，2113，3169，4751，7121，

10667，15991，23981，31121 ■

【定理 11】 主題

8以上の自然数nに対して，n<p<1.5n を

満たす素数 pが少なくとも 1個存在する。

(証明) 命題 10⑴と⑵から，8以上の自然数nに対

して θ(1.5n)−θ(n)>0

したがって，n<p<1.5n を満たす素数 pが少なく

とも 1個存在する。 ■
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