
§1．はじめに

数研出版の教科書・改訂版数学Cには� 2つの事

象A，Bにおいて P(B)=P(B) が成り立つとき，

(中略)事象Bは事象Aに独立である�と事象の独立

が定義されています。

さらに，そのすぐ後に 2つの事象A，Bが互いに

独立であるとは P(A)0，P(B)0 であって，

P(A∩B)=P(A)P(B) …(＊)

が成り立つことと必要十分であることが説明されて

います。

このことは実に便利で，演習問題に取り組んでい

る際には非常に重宝するわけですが，AとBが対称

的な (＊)が成り立つこと自体が独立の定義である

ように思ってはいけない気がします。

そもそも独立の概念は事象Aにおける (その中

の)事象Bの割合と全体事象Uに対する事象Bの割

合が同じ，つまりAが起こるか否かにかかわらずB

が同じ確率で起こる状態をいいます。ですから概念

自身は非対称です。

実際，上に引用した教科書でされている定義でも，

P(B)=
n(A∩B)
n(A)

ですから，B=ϕ のときは定義

されていますが，A=ϕ のときは定義されていませ

ん。

そしてこの非対称性が 3つ以上の事象の独立を考

えた場合に重要な気がして，また，そういったこと

を授業では話さないにせよ，授業をする私が理解で

きていることは大事なことと考え，自分自身のため

に整理してみました。

§2．集合の独立

数研出版の教科書・改訂版数学Aには�ある試行

において，起こりうる場合全体の集合をUとすると

き，この試行におけるどの事象も，Uの部分集合で

表すことができる。�とあります。また，任意の集合

Aを考えて�集合Aから一つの要素を無作為に選

ぶ�という試行を考えれば，Aが起こりうる場合全

体の集合とする試行となりますから本質的に事象と

集合は同じものです。

したがって，以下，�事象�ではなく�集合�とし

て記します。さらに集合Uを全体集合とし，集合と

はUの部分集合のこととします。

定義 1 Aを集合とする。Aの要素の個数を n(A)

で表し，
n(A)
n(U )

をAの確率といい P(A)で表す。

定義 2 A，Bを集合とする。Aに対し，Aに含ま

れるBの要素の割合
n(A∩B)
n(A)

をBの条件A付き

確率といい，P(B)で表す。

定義 3 A，Bを集合とする。BがAから独立であ

るとは，

P(B)=P(B)

が成り立つことをいう。ただし，任意の集合は空集

合ϕから独立であるとする。また，この定義により，

ϕは任意の集合から独立である。

定理 1 A，Bを集合とする。BがAから独立

であることの必要十分条件は，

P(A∩B)=P(A)P(B)

が成り立つことである。したがって，BがAか

ら独立であるとき，AはBから独立である。

《証明》 略

今後，BがAから独立であるとき，AとBは互い

に独立であるともいうことにする。

次に，独立の性質をいくつか整理します。そのな

かで 3つの集合の関係を扱っていきます。

定理 2 A，Bを集合とする。AがBから独立

であるとき，Aが B から独立である。

《証明》 Bと B は排反であるから，

P(A∩B)=P(A)−P(A∩B)

=P(A)−P(A)P(B)
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=P(A)(1−P(B)

=P(A)P(B)

であるから，定理 1よりAがBから独立ならばAは

B から独立であるといえる。(終)

定理 3 A，B，Cを集合とする。BとCが排

反であり，AがBから独立かつAがCから独立

であるとき，Aが B∪C から独立である。

《証明》

P(A∩(B∪C))=P((A∩B)∪(A∩C))

=P(A∩B)+P(A∩C)

=P(A)P(B)+P(A)P(C)

=P(A)(P(B)+P(C)

=P(A)P(B∪C)

であるから，定理 1よりAは B∪C から独立であ

るといえる。(終)

定義 4 A，B，Cを集合とする。A，B，Cが互い

に独立であるとは，AとBが互いに独立，BとCが

互いに独立，CとAが互いに独立であることをいう。

定理 4 A，B，Cを集合とする。A，B，Cが

互いに独立であることの必要十分条件は，

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(B∩C)=P(B)P(C)，

P(C∩A)=P(C)P(A)

が成り立つことである。

《証明》 定理 1よりただちに導かれる。(終)

定義 5 A，Bを集合とする。A，Bと∩，∪，さら

に補集合を表すための を用いて表すことのできる

集合をA，Bで生成される集合といい，その全体を

∪∩{A，B}と表す。

A，Bが異なる集合であるとき，A，Bで生成され

る集合とは，互いに排反な集合 A∩B，A∩B，

A∩B，A∩B のいくつかの和集合で表される集合，

および空集合 ϕ(=A∩A) のことである。したが

って，∪∩{A，B}は 2=16個 の集合からなる集合

族である。

定義 6 A，B，Cを集合とする。AがBとCから

独立であるとは，∀X∈∪∩{B，C}に対し，AがXか

ら独立であることをいう。

定理 5 A，B，Cを集合とする。AがBとC

から独立であることの必要十分条件は，

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(A∩C)=P(A)P(C)，

P(A∩(B∩C)=P(A)P(B∩C)

が成り立つことである。

《証明》 まず，AがBとCから独立であるとする。

B，C，B∩C∈∪∩{B，C}であるから，定理 1より

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(A∩C)=P(A)P(C)，

P(A∩(B∩C)=P(A)P(B∩C)

が成り立つ。

逆を示す。

P(A∩(B∩C)

=P(A∩B)∩C)

=P(A∩B)−P((A∩B)∩C)

=P(A∩B)−P(A∩(B∩C)

=P(A)P(B)−P(A)P(B∩C)

=P(A)(P(B)−P(B∩C)

=P(A)P(B∩C)

であるから，定理 1よりAは B∩C から独立。同

様にAは B∩C から独立。

B∩C，B∩C，B∩Cは互いに排反であり，

B∪C=(B∩C)∪(B∩C)∪(B∩C)であるから，

定理 3によりAは B∪C から独立。したがって，

定理 2よりAは B∩C=B∪C から独立である。

以上より，Aは B∩C，B∩C，B∩C，B∩C か

ら独立であるから，定理 3により，Aは∪∩{B，C}

の任意の集合から独立である。(終)

定義 7 A，B，Cを集合とする。A，B，Cがそれ

ぞれ独立であるとは，AがBとCから独立，BがC

とAから独立，CがAとBから独立であることをい

う。

�互いに独立�というと任意に取り出した 2つの

集合の相互関係として独立であると言っているよう

に思えるので，誤解を恐れずあえて独自の用語を定

義しました。

また，�AはBとCから独立�はあくまでAが B，

Cおよびそれから生成される集合から独立であって，

BとCの関係には一切触れていません。つまり，B

とCは互いに独立でなくてもよい。ですから，何と
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何の関係を論じているのかを明確にする必要がある

と感じ，このような定義をしました。

定理 6 A，B，Cを集合とする。A，B，Cが

それぞれ独立であることの必要十分条件は，

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(B∩C)=P(B)P(C)，

P(C∩A)=P(C)P(A)，

P(A∩B∩C)=P(A)P(B)P(C)

が成り立つことである。

《証明》 A，B，Cがそれぞれ独立であるとき，Aは

BとCから独立だから，定理 5より

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(C∩A)=P(C)P(A)，

P(A∩(B∩C)=P(A)P(B∩C)

である。また，BはCから独立であるから，

P(B∩C)=P(B)P(C)

となるから，

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(B∩C)=P(B)P(C)，

P(C∩A)=P(C)P(A)，

P(A∩B∩C)=P(A)P(B)P(C)

が成り立つ。

逆を示す。

P(A∩(B∩C)=P(A∩B∩C)

=P(A)P(B)P(C)

=P(A)P(B∩C)

であるから，定理 5よりAはBとCから独立である。

同様にBはCとAから独立，CはAとBから独立も

示せる。(終)

§3．いくつかの例

[例 1 ] U={1，2，3，4，5，6，7，8}，A={1，2，3，

7}，B={1，2，3，8}，C={1，4，5，6} とする。

n(U )=8，n(A)=4，n(B)=4，n(C)=4 である

から，

P(A)=
1
2
，P(B)=

1
2
，P(C)=

1
2

よって，

P(A)P(B)=
1
4
，

P(B)P(C)=
1
4
，

P(C)P(A)=
1
4
，

となる。

n(A∩B)=3，n(B∩C)=1，n(C∩A)=1 であ

るから，

P(A∩B)=
3
8
，

P(B∩C)=
1
8
，

P(C∩A)=
1
8

となる。さらに n(A∩B∩C)=1 より

P(A∩B∩C)=
1
8

である。つまりこの例では，

P(A∩B∩C)=P(A)P(B)P(C)

になっているが，この条件だけでは，A，B，Cのい

ずれも互いに独立でない例である。

[例 2 ] U={1，2，3，4}，A={1，4}，B={2，4}，

C={3，4} とする。

このとき，

P(A)=P(B)=P(C)=
1
2

である。さらに，A∩B=B∩C=C∩A={4} であ

るから，

P(A∩B)=P(B∩C)=P(C∩A)=
1
4

となる。したがって，

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(B∩C)=P(B)P(C)，

P(C∩A)=P(C)P(A)

であるから，A，B，Cは互いに独立である。しかし，

A∪B={1，2，4}，(A∪B)∩C={4} であるから，

P(C)=
1
3
P(C)

となり，A，B，Cはそれぞれ独立ではない。

これはA，B，Cが互いに独立であってもそれぞ

れ独立にならない例，つまり

P(A∩B)=P(A)P(B)，

P(B∩C)=P(B)P(C)，

P(C∩A)=P(C)P(A)

であっても

P(A∩B∩C)=P(A)P(B)P(C)

は成り立たない例である。
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[例 3 ] U={1，2，3，…，11，12}，A={1，2，3，4}，

B={1，2，5，6}，C={1，3，5，7，8，9} とする。

このとき，P(C)=
1
2
である。

さらに，C∩A={1，3}，B∩C={1，5}，

A∩B={1，2}，A∩B∩C={1} であるから，

P(C)=
1
2
=P(C)，

P(C)=
1
2
=P(C)，

P(C)=
1
2
=P(C)

である。したがって，CはAとBから独立であるが，

AとBは互いに独立にはなっていない。

実際，

P(A)=
1
3
，P(A)=

1
2

である。

§4． 3つ以上の集合の独立

上で考えた�独立�をn個の集合について拡張し

てみました。

定義 8 Uの部分集合の族 A，A，…，Aがあり，

そのうち k個 (1≦k≦n)の集合 A，A，…，Aと

∩，∪，さらに補集合を表すための を用いて表す

ことのできる集合を A，A，…，Aから生成される

集合といい，その集合すべての族を

∪∩{A，A，…，A}と表すことにする。

一般に，A，A，…，Aから生成される異なる集

合は 2


個存在する。

n=2 のときは 2


=16，n=4 のときは 2


=256，

n=5 のときは 2


=65534 となります。

全集合Uの部分集合の族 {A，A，…，A}を考え

る。

Bは Aまたは Aのいずれか一方を表すものと

する。

B=⋂




B を {A，A，…，A}の破片と呼ぶこと

にする。

このとき，∀X∈∪∩{A，A，…，A}をとると，X

は {A，A，…，A}のいくつかの破片の和集合で表

される。

定義 9 Uの部分集合 A，A，…，Aがあるとす

る。n以下の任意の異なる自然数 i，jに対して，A

と Aが互いに独立であるとき，すなわち，

P(A∩A)=P(A)P(A) が成り立つとき，

A，A，…，Aは互いに独立であるという。

定義 10 Aが {A，A，…，A}から独立であると

は，Aは ∀X∈∪∩{A，A，…，A} から独立であ

ることをいう。

定理 7 Aが {A，A，…，A}から独立である

ことの必要十分条件は，{1，2，3，…，n}の空でな

い任意の部分集合 I に対し，

P(A∩(⋂


A)=P(A)P(⋂


A)

が成り立つことである。

《証明》 Aが {A，A，…，A}から独立であるとき，

定義よりただちに

P(A∩(⋂


A)=P(A)P(⋂


A)

が示される。

逆に {1，2，3，…，n}の空でない任意の部分集合 I

に対し，P(A∩(⋂


A)=P(A)P(⋂


A) であると

きにAは {A，A，…，A}から独立であることを示

す。

∀X∈∪∩{A，A，…，A}とする。

いま，Bを {A，A，…，A}の破片とし，Xは

Bの和集合 ⋃


B で表されるとする。

P(A∩(A∩(⋂




A))

=P(A∩(A∩(⋂




A))

=P(A∩(⋂




A)−P(A∩(A∩(⋂




A))

=P(A∩(⋂




A)−P(A∩(A∩(⋂




A))

=P(A)P(⋂




A)−P(A)P(A∩(⋂




A)

=P(A)(P(⋂




A)−P(A∩(⋂




A))

=P(A)P(A∩(⋂




A)

であるから，Aは A∩(⋂




A) から独立となる。

このことを適宜帰納的に用いることによって，Aは
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各 Bから独立であることが示せる。

さらに，各 Bは排反であるから，

P(A∩X)=P(A∩(⋃


B)

=P(⋃


(A∩B)

=∑


P(A∩B)

=∑


P(A)P(B)

=P(A)∑


P(B)
=P(A)P⋃



B

=P(A)P(X)

ゆえに，Aは {A，A，…，A}から独立である。

定義 11 A，A，…，Aの任意の 1 つ Aを選び，

Aを除く集合から生成される集合の族

∪∩{A，A，…，A，A，…，A}

から任意に集合Xを選ぶ。そのようにして選ばれた

AとXが互いに独立であるとき，

A，A，…，Aはそれぞれ独立であるという。

すると，定理 7から次の定理が示される。

定理 8 {A，A，…，A}がそれぞれ独立であ

ることの必要十分条件は，{1，2，3，…，n}の空で

ない任意の部分集合 I に対し，

P⋂


A=∏


P(A)

が成り立つことである。ただし，ここで

∏


P(A) は P(A) (i∈I )の積を表す。
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