
§1．はじめに

本誌のNo.63では，数列 {a}の一般項を�斉次

式の漸化式の一般解�と�非斉次式の漸化式の特殊

解�の和で求められるという話をしました。また，

隣接 3項間の漸化式は，特性方程式の解が実数解の

場合の解法を紹介したので，今回は共役な虚数解を

もつときの解法について触れてみたいと思います。

§2．隣接 3 項間の漸化式

隣接 3項間の漸化式 a+pa+qa=0 は特

性方程式 +p+q=0 の 2つの解を α，βとする

と，一般解は

αβ のとき a=Aα
+Bβ

α=β のとき a=(A+Bn)⋅α

である。

【公式】

特性方程式 +p+q=0 が共役な虚数解 α，

βをもつとき，α=r(cosθ+isinθ) (r>0) と

すると a=r(Acosnθ+Bsinnθ)

【証明】 ド・モアブルの定理より

α=r(cosnθ+isinnθ) と表せる。

β=(α)=α=r(cosnθ−isinnθ) が成り立つ。

a=Aα+Bβ

=Ar(cosnθ+isinnθ)+Br(cosnθ−isinnθ)

=r{(A+B)cosnθ+(A−B)isinnθ}

ここで，A+B，(A−B)iを改めてA，Bとおくと

a=r(Acosnθ+Bsinnθ) 終

【例題 1 】 斉次式

次の漸化式で定義された数列 {a}の一般項を

求めよ。ただし，n=1，2，3，… とする。

⑴ a=−1，a=1，

a+2a+4a=0

⑵ a=5，a=4，a−2a+2a=0

【解法】

⑴ +2+4=0 を解くと =−1± 3 i

−1+ 3 i=2cos 2π3 +isin
2π
3  であるから

a=2
Acos 2nπ3 +Bsin

2nπ
3 

a=−1，a=1 を満たすので，

a=−A+ 3 B=−1，a=−2A−2 3 B=1

これを解くと，A=
1
4
，B=−

 3
4

したがって，

a=2
 14 cos

2nπ
3
−

 3
4
sin
2nπ
3 

=2cos 2nπ3 − 3 sin
2nπ
3 

(注) rと θを求めるには，解と係数の関係から，

α+β=2rcosθ=−p，αβ=αα=α =r=q

を導き，これから計算した方がはやい。⑴は

p=2，q=4 であるから，r= q =2，

cosθ=−
p

2r
=−

1
2
がすぐに求められる。

また，cosθ− 3 sinθ=2cosθ+ π

3  と合成

でき，a=2
cos

(2n+1)π
3

とも書ける。

⑵ −2+2=0 を解くと =1±i

1+i= 2 cos π

4
+isin

π

4  であるから

a=( 2 )
Acos nπ4 +Bsin

nπ

4 
a=5，a=4 を満たすので，

a=A+B=5，a=2B=4

これを解くと，A=3，B=2

ゆえに，a=( 2 )
3cos nπ4 +2sin

nπ

4 
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§3．非斉次式 a+pa+qa=f (n)

【例題 2 】 非斉次式

次の漸化式で定義された数列 {a}の一般項を

求めよ。ただし，n=1，2，3，… とする。

⑴ a=0，a=2，a+2a+4a=7

⑵ a=4，a=5，a−2a+2a=2n−3

⑶ a=4，a=5，a−a+a=3⋅2


⑷ a=1，a=−4，

a−2a+2a=(n+1)⋅2


【解法】

⑴ f (n)が定数の場合ですから，

a+2a+4a=7 を満たす数列を b=C と

すると，

C+2C+4C=7 より C=1 ゆえに，b=1

a+2a+4a=0 の一般解は

c=2
Acos 2nπ3 +Bsin

2nπ
3  したがって，

a=c+b=2
Acos 2nπ3 +Bsin

2nπ
3 +1

a=0，a=2 を満たすので，


a=−A+ 3 B+1=0

a=−2A−2 3 B+1=2

これを解くと A=
1
4
，B=−

 3
4
したがって

a=2
cos 2nπ3 − 3 sin

2nπ
3 +1

=2cos
(2n+1)π
3

+1

⑵ f (n)が 1次式の場合ですから，

a−2a+2a=2n−3 を満たす数列を

b=Cn+D とすると，

{C(n+2)+D}−2{C(n+1)+D}+2(Cn+D)

=2n−3 より Cn+D=2n−3

したがって C=2，D=−3 ゆえに，b=2n−3

a−2a+2a=0 の一般解は

c=( 2 )
Acos nπ4 +Bsin

nπ

4 
したがって，

a=( 2 )
Acos nπ4 +Bsin

nπ

4 +2n−3
a=4，a=5 を満たすので，

a=A+B−1=4，a=2B+1=5

これを解くと，A=3，B=2 ゆえに，

a=( 2 )
3cos nπ4 +2sin

nπ

4 +2n−3

⑶ f (n)が指数関数の場合ですから，

a−a+a=3⋅2
 を満たす数列を

b=C⋅2 (Cは定数) とすると，

C⋅2−C⋅2+C⋅2=3⋅2，3C⋅2=3⋅2

よって，C=1 ゆえに，b=2


−+1=0 を解くと =
1± 3 i
2

1+ 3 i
2

=cos
π

3
+isin

π

3
であるから

a−a+a=0 の一般解は

c=Acos
nπ

3
+Bsin

nπ

3

したがって，

a=c+b=Acos
nπ

3
+Bsin

nπ

3
+2

a=4，a=5 を満たすので，


a=

1
2
A+

 3
2

B+2=4

a=−
1
2
A+

 3
2

B+4=5

これを解くと，A=1，B= 3 したがって，

a=cos
nπ

3
+ 3 sin

nπ

3
+2

=2cos
(n−1)π
3

+2

⑷ f (n)が ( 1次式)×(指数関数)の場合ですから，

b=(Cn+D)⋅2 とすると，

{C(n+2)+D}⋅2−2{C(n+1)+D}⋅2

+2(Cn+D)⋅2=(n+1)⋅2

より (2Cn+4C+2D)⋅2=(n+1)⋅2

したがって，C=
1
2
，D=−

1
2

ゆえに，b=(n−1)⋅2


a=( 2 )
Acos nπ4 +Bsin

nπ

4 +(n−1)⋅2


a=1，a=−4 を満たすので，

a=A+B=1，a=2B+2=−4

これを解くと，A=4，B=−3 ゆえに，

a=( 2 )
4cos nπ4 −3sin

nπ

4 +(n−1)⋅2
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