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い が ら し  ま さ は る

五 十 嵐  正 晴
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こ の 難 問 ， ど の よ う に は さ み う つ ？
～ 東 大 理 系 数 学 へ の 挑 戦 ！ ～

§ 1 ． は じ め に

『 東 大 理 系 数 学 の 解 答 を 誰 よ り も 早 く 公 開 し よ

う ！ 』 と い う 自 己 研 鑽 を 兼 ね た チ ャ レ ン ジ を 始 め て ，

2 0 2 5 年 で 早 く も 4 年 目 を 迎 え た 。 よ う よ う 難 し く

な り ゆ く 東 大 理 系 数 学 に 対 し ， 2 0 2 5 年 度 の 入 試 問

題 も さ ら に 難 し く な る の だ ろ う か … … と 怯 え な が ら ，

覚 悟 を 決 め て 眺 め た 第 1 問 。 ベ ジ ェ 曲 線 が 背 景 ？ な

ど と ， 余 計 な こ と に 気 を 取 ら れ な が ら も ， あ る 程 度

淡 々 と 計 算 処 理 を 進 め る こ と が で き ， 一 安 心 。 流 石

に ， 今 年 度 は 少 し 解 き や す く な っ た で あ ろ う か ？ な

ど と 能 天 気 な こ と を 考 え な が ら 迎 え た 第 2 問 。 東 京

大 学 の 2 0 2 5 年 度 前 期 理 系 の 入 試 問 題 の 第 2 問 は ，

次 の よ う な 問 題 で あ っ た 。

⑴  > 0 の と き ， 不 等 式 l o g  ≦  − 1 を 示

せ 。

⑵  次 の 極 限 を 求 め よ 。

li m
  

n 



l o g
1 + 





2  d 

[ 2 5 東 京 大 ・ 理 系 第 2 問 ]

問 題 を 眺 め て み る と ， ⑴ が 不 等 式 評 価 で ， ⑵ が

定 積 分 を 含 む 極 限 と な っ て い る 。 見 た 目 『 だ け 』 は ，

見 慣 れ た 問 題 で あ る 。 ⑴ の 不 等 式 評 価 を 利 用 し て ，

⑵  は 上 手 く 挟 め ば 終 わ り だ ろ う と 高 を 括 っ て い た 。

§ 2 ． 解 答 の 道 筋 を 考 え る

⑴ を 使 え ば ， 上 か ら の 評 価 は で き そ う で あ る が ，

下 か ら の 評 価 を ど う す る べ き か 。 こ の 時 点 で ， や や

嫌 な 予 感 が し て き た 。  =l o g  の グ ラ フ が 上 に 凸

で あ る こ と を 考 え る と ， 下 か ら 評 価 を す る の は ， や

や 工 夫 が 必 要 で あ る 。 と り あ え ず ， 直 線 の 式 で 評 価

し て み た が ， あ え な く 撃 沈 。 試 行 錯 誤 の 末 に ， 誘 導

を 無 視 し て ， 部 分 積 分 法 を 用 い る と い う 荒 業 に 出 た 。

翌 日 ， い く つ か の 解 答 例 を 拝 見 し た と こ ろ ， 真 数

部 分 に お い て ， 相 加 平 均 と 相 乗 平 均 の 大 小 関 係 を 考

え る 解 法 が 挙 げ ら れ て い た 。 負 け 惜 し み で し か な い

の だ が ， こ う 思 わ ざ る を 得 な か っ た 。

『 制 限 時 間 内 で ， こ の 発 想 出 る … … ？ 』

§ 3 ． 生 徒 の 挑 戦

さ て ， 大 変 冗 長 な 前 置 き で あ っ た が ， 本 稿 は 『 こ

の 難 問 を 生 徒 が 解 く に は ど の よ う な 手 立 て が 必 要

か 』 と い う テ ー マ で あ る 。 不 等 式 評 価 を 利 用 し て ，

極 限 を 求 め る 問 題 は 頻 出 で あ る が ， や は り ， こ の レ

ベ ル と な る と ， 一 筋 縄 で は い か な い 。 進 路 が 決 定 し

た 2 人 の 卒 業 生  以 下  A ， B  に 同 問 の 解 答 を 作 っ て

も ら っ た の だ が ， な か な か 興 味 深 い 卒 業 生 の 反 応 ・

気 づ き が あ っ た た め ， 共 有 さ せ て い た だ き た い ( 卒

業 生 と の や り と り は ， 録 画 し た 動 画 デ ー タ を 元 に し

て ， 一 部 の 表 現 ・ 口 調 を ， 記 事 と し て ふ さ わ し い も

の に 修 正 し て い る ) 。

()()Ⅰ  ⑴  に つ い て

A ： ⑴ は ， 微 分 す る だ け で 簡 単 。

B ： f (  ) =  − 1 −l o g  と し て ，  > 0 に お け る

f (  ) の 増 減 表 を か け ば 終 わ り 。

↗0↘f (  )

+0−f ′ ( )

…1…( 0 )

こ こ で つ ま ず い て し ま う と ， や や 企 画 倒 れ 気 味 に

な る と こ ろ で あ っ た が ， 2 人 と も 難 な く 解 い て い た 。

()Ⅱ  ⑵  に つ い て

( 2 0 分 程 度 ， そ れ ぞ れ で 考 え て い た が … … )

A ： わ か ら な い … … 解 け そ う で 解 け な い 。

B ： は さ み う ち の 原 理 を 利 用 す る ん だ よ ね ？

A ： そ れ し か な い よ ね 。 で も ， は さ み 方 が わ か ら な

く て 詰 ん で し ま っ た 。
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B ： ⑴ を 使 お う と し た け れ ど も ， 途 中 か ら よ く わ

か ら な く な っ た 。

以 下 は ， B の 答 案 の 一 部 で あ る 。

⑴  よ り ，  > 0 で

l o g
1 + 





2  ≦ 1 + 




2
− 1

=




 − 1
2

よ っ て

n 



l o g
1 + 





2  d 

≦ n 

 


 − 1
2

d 

=
1
2

n 
1

1
n

+ 1





  −   



=
1
2

n  
1

1
n

+ 1
⋅ 2




  − 2  − 

1
1
n

+ 1
− 1  

=
1
2

n
2 n

n + 1
⋅ 2



 −
n

n + 1
− 1 

=
1
2

n ⋅
2 n ⋅ 2



 − n − n − 1
n + 1

=
n

2 ( n + 1 )
⋅ ( 2 n ⋅ 2



 − 2 n − 1 )

=
n

2 ( n + 1 )
⋅ { 2 n ( 2



 − 1 ) − 1 }

A ： 最 後 の   の 中 が ， 不 定 形 だ よ ね 。

B ： そ う 。 こ こ で 終 わ っ た 。

こ こ か ら ， 様 々 な 変 形 を 試 み て い た が ， 結 局 ， 不

定 形 が 解 消 さ れ る こ と は な く 困 っ て い た の で ， 1 つ

ヒ ン ト (【 問 題 】 ) を 与 え た 。

【 問 題 】

極 限 li m
  

si n  − si n 1
si n (  − 1 )

を 求 め よ 。

A ： あ ー ， 微 分 係 数 の 定 義 を 利 用 す る 問 題 。

B ： こ れ が ヒ ン ト っ て こ と は ， … … え っ ， 使 え る ？

ヒ ン ト の 意 図 に は 気 づ い た よ う で あ る が ， ど こ で

そ の ヒ ン ト を 活 用 す る の か わ か ら な い よ う で あ っ た 。

し か し ， A か ら ， 次 に 繋 が る 発 言 が 出 た 。

A ： { 2 n ( 2


 − 1 ) − 1 } の
1
n

を ， t で 置 き 換 え た ら

2
t

2  − 1  − 1  = 2 ⋅
2  − 1

t
− 1 

に な る か ら … … 。

B ： あ ー ！ や っ と 見 つ け た ！ こ こ  分 数 部 分  で ヒ ン

ト が 使 え る ね 。

置 き 換 え た 瞬 間 に ， 適 切 な 方 針 が 立 て ら れ た 。 こ

れ で ， 上 か ら の 評 価 は で き た 。

A ： 下 か ら の 評 価 も ， こ の 式 ( ⑴ の 式 ) を 使 う の か

な 。

B ： 対 数 の 不 等 式 は 逆 向 き に で き る っ て ， 課 外 授 業

で 学 習 し た も ん ね 。

A ： あ ー ， 置 き 換 え の や つ ね 。 そ う い う こ と か 。

さ て ， 確 か に ⑴ の 式 に お い て ，  を
1
t

で 置 き 換

え る と ， 下 か ら 評 価 す る 式 を 作 る こ と が で き る 。 2

人 と も ， 過 去 の 学 び を 生 か し て い る こ と に 感 心 し つ

つ ， 心 の 中 で 謝 る 。 な ぜ な ら ば ， そ の 道 は ， 筆 者 も

通 っ た の だ が ， 途 中 で ， 極 限 が 計 算 で き な い 式 に ぶ

つ か る の だ ( こ の 方 針 で 求 め る こ と が で き た 方 が い

ら っ し ゃ れ ば ， 是 非 ， 解 き 方 を ご 教 授 い た だ き た い ) 。

少 し 期 待 し な が ら 眺 め て い た が ， や は り ， 極 限 は 求

ま ら ず 。 こ こ で ， 次 の ヒ ン ト を 与 え た 。 対 数 関 数 の

特 徴 を 考 え て ほ し い 。

A ： 特 徴 … … 底 が 1 よ り 大 き い と き と 小 さ い と き で ，

右 上 が り の 曲 線 に な る か ， 右 下 が り の 曲 線 に な

る か が 違 う と か ？

B ： 今 回 は 関 係 な い よ ね 。 底 は e だ し 。

さ ら に ， も う 1 つ 。 下 か ら 評 価 を し た い と き ( 最

小 値 を 考 え た い と き ) に ， 使 え る 手 法 を 考 え て ほ し

い 。

A ： 因 数 分 解 と か 微 分 法 と か ？

B ： 平 方 完 成 と ， 相 加 平 均 と 相 乗 平 均 の 大 小 関 係 ，

後 は … … 。
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準 備 は 整 っ た が ， 果 た し て こ れ で 出 る だ ろ う か 。

1 5 分 程 度 考 え て い た が ， こ こ ま で お 膳 立 て し て も ，

l o g
1 + 





2  ≧l o g 


  は ， や は り 出 な か っ た 。 真

数 部 分 に 対 し て ， 相 加 平 均 と 相 乗 平 均 の 大 小 関 係 を

用 い る と い う の は ， 言 わ れ て み れ ば 確 か に … … と な

る も の の ， い ざ 問 題 と 相 対 す る と ， 思 い の ほ か 出 て

こ な い 。

そ こ で ， 別 の 質 問 を 投 げ て み た 。 ⑴ は ， 一 旦 置

い て お く と し よ う 。 こ の 問 題 を 『 対 数 関 数 の 積 分 を

含 む 問 題 』 と い う 観 点 で 捉 え た ら ， ど の よ う な 方 針

を 立 て る だ ろ う か 。

A ・ B ： 部 分 積 分 法 。

2 人 と も 即 答 で あ っ た 。 実 際 ， 部 分 積 分 法 を 用 い

る 方 針 で 解 い て み る と ， A は ， 

 1

1 + 




d  の 処 理

が で き ず に 止 ま っ て し ま っ た が ， B は ， 時 間 が か か

り つ つ も ， 『 定 積 分 と 不 等 式 』 の 類 題 経 験 を 生 か し

て ， 完 答 し て い た 。 た だ し ， こ ち ら も ， 微 分 の 定 義

を 使 う た め ， 途 中 で ヒ ン ト を 与 え て い な け れ ば 厳 し

か っ た で あ ろ う 。

§ 4 ． 生 徒 の 解 答 か ら

一 連 の 流 れ を 踏 ま え て ， 今 後 の 指 導 で 留 意 し た い

点 が い く つ か あ る 。

①  極 限 の 問 題 に お い て ， 『 微 分 の 定 義 』 を 使 う と い

う 発 想 を 忘 れ な い よ う に す る こ と 。

② 前 問 を 踏 ま え て 考 え る ( 誘 導 に 乗 る ) こ と は 非 常

に 大 切 だ が ， 自 身 の 経 験 則 か ら 別 の 方 針 が す ぐ に

立 つ の で あ れ ば ， そ れ を 試 す 価 値 は あ る こ と 。

③ 相 加 平 均 と 相 乗 平 均 の 大 小 関 係 は ， 単 調 な 関 数

の 変 数 部 分 に 着 目 し て 考 え る ケ ー ス も あ る こ と 。

④
1

n
や −  は ， 置 き 換 え る と 見 通 し が よ く な る こ

と 。

① に つ い て ， 常 々 留 意 し て い る つ も り で は あ っ

た の だ が ， 様 々 な 入 試 問 題 演 習 を 経 た 後 で は ， 発 想

と し て 出 づ ら く な る こ と が わ か っ た 。 筆 者 の 指 導 力

不 足 は 否 め な い の だ が ， 極 限 の 復 習 を す る 上 で の 問

題 構 成 を 工 夫 し ， 『 微 分 の 定 義 』 と い う 発 想 が 抜 け

落 ち な い よ う に し た い 。

② に つ い て ， 共 通 テ ス ト を 含 め 『 前 問 が な ぜ つ

い て い る の か ， そ の 意 図 を よ く 考 え よ う 』 と い う 原

則 を ， 口 を 酸 っ ぱ く し て 指 導 し て い る の だ が ， 誘 導

に 乗 っ た 結 果 ， 逆 に 泥 沼 に は ま っ て し ま う ケ ー ス も

稀 に あ る 。 時 間 が 長 め に 確 保 さ れ て い る 2 次 試 験 で

は ， 自 分 の 考 え や す い 解 法 を 試 し て み る 価 値 は 十 分

に あ る 。

③ に つ い て ， 上 か ら の 評 価 で は ， 対 数 全 体 を 評

価 す る の に 対 し て ， 下 か ら の 評 価 で は ， 対 数 全 体 で

は な く ， 真 数 部 分 に 着 目 し て 評 価 を す る と い う の も

相 ま っ て ， 発 想 と し て は ， 非 常 に 出 づ ら い と 考 え ら

れ る ( 発 想 の ズ レ と い う 表 現 が し っ く り く る だ ろ う

か ) 。 筆 者 も ， こ の 類 の 問 題 を 授 業 等 で 扱 っ た こ と

は な か っ た た め ， 大 変 参 考 に な る 問 題 で あ っ た 。

④  に つ い て ， 極 限 を 考 え た い 式 に
1
n

を 含 む 場 合

や ， li m
   

が 出 て き た と き に ， 適 切 な 置 換 を し よ う

と い う 方 針 自 体 は し ば し ば 扱 う が ， あ る 程 度 の 演 習

を 積 ん で く る と ， 指 導 者 側 が 置 換 を せ ず に 進 め て し

ま う こ と が あ る と 思 う ( 時 間 短 縮 を し た い と い う 動

機 か ら ， 筆 者 も ， そ の よ う に し て し ま う 節 は ， 確 か

に あ っ た よ う に 思 う ) 。 生 徒 の 到 達 段 階 に よ ら ず ，

方 針 が 捉 え や す く な る 置 換 を ， 常 に 心 が け る よ う に

指 導 を す る こ と が 大 切 で あ る と ， 改 め て 感 じ た 次 第

で あ る 。

§ 5 ． お わ り に

東 大 理 系 数 学 は ， 全 体 の 出 題 構 成 に 目 を 向 け る と ，

難 化 の 一 途 を 辿 っ て い る ( よ う に 筆 者 は 感 じ て い る ) 。

こ の 難 易 度 の 問 題 を 解 き ， 合 格 に 必 要 な 点 数 を か き

集 め る た め に 必 要 な 数 学 力 を ， 高 々 3 年 で 培 う と い

う の は ， 相 当 高 い ハ ー ド ル に 感 じ る 。 ど の よ う な 対

策 を 講 じ て い く べ き か ， 多 く の 先 生 方 の ご 意 見 を

伺 っ て み た い と こ ろ で あ る 。

生 徒 と の や り と り を 経 て 執 筆 し た 内 容 の た め ， い

つ も よ り や や 砕 け た 書 き ぶ り と な っ た が ， そ こ は ご

愛 嬌 と い う こ と で 。

( 山 口 県 立 下 関 南 高 等 学 校 )


