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「 極 方 程 式 グ ラ フ に つ い て 」
～ 教 科 書 の 問 題 か ら

§ 1 ． は じ め に

カ ー ジ オ イ ド r = a 1 + c o s θ  の グ ラ フ は ど の よ

う に し て か く の で し ょ う か 。 筆 者 が 高 校 生 の と き の

教 科 書 の 名 前 は 「 数 学 Ⅰ 」 「 代  数 ・ 幾  何 」 「 基 礎 解

析 」 「 微 分 ⋅ 積 分 」 「 確 率 ⋅ 統 計 」 で あ り ， 極 方 程 式

を 高 校 在 学 中 に 扱 っ た 記 憶 が あ り ま せ ん 。 大 学 で こ

の 曲 線 を 見 た と き ， 微 分 ？ 増 減 表 ？ と 迷 い ま し た 。

授 業 の 中 で ， 極 方 程 式 グ ラ フ を 苦 手 と す る 生 徒 が 多

い こ と に 気 づ き ま す 。 も し か し た ら ( 筆 者 を 含 め て )

苦 手 な 先 生 も 多 い の で は な い で し ょ う か 。 教 科 書 の

問 題 を 基 に 説 明 し た い と 思 い ま す 。

§ 2 ． 極 方 程 式 グ ラ フ の 概 形 の 考 え 方

【 問 題 1 】 ( 参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 5 練 習 3 5 ⑶ 改 )

極 方 程 式 r = 2 c o s θ で 表 さ れ る 曲 線 を 図 示 せ よ 。

【 解 答 】

教 科 書 に よ く あ る 問 題 で す 。 上 図 の よ う に 偏 角 θ

を と り ， 直 角 三 角 形 を 作 図 す れ ば よ い の で す が ， す

ぐ に こ の 図 に 気 づ く で し ょ う か 。 筆 者 は ， 難 し い と

思 い ま す 。 覚 え て い な い と か け ま せ ん 。 グ ラ フ 

偏 角 θ を と る  極 方 程 式 の 順 で は 理 解 で き て も ，

極 方 程 式  偏 角 θ を と る  グ ラ フ は 気 づ か な い

と 思 い ま す 。 せ め て ， グ ラ フ の 概 形 だ け で も す ぐ に

見 抜 け な い で し ょ う か 。

【 問 題 2 】 ( 参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 6 練 習 3 7 ⑵ 改 )

極 方 程 式 r = si n θ の 表 す 曲 線 の 概 形 を か け 。

【 解 答 】

考 察 こ こ で ， よ く 使 わ れ る 「 グ ラ フ の 足 し 算 」 を

あ て は め て み ま し ょ う 。  = si n θ の グ ラ フ は

図 1 の よ う に な り ま す 。

こ の θ 座 標 に 相 当 す る も の を 偏 角 θ で 表 し ， グ ラ

フ の 足 し 算 を す る と ， グ ラ フ の 概 形 は 次 の 図 2 の よ

う に な り ま す 。
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図 1 の 平 行 線 分 を ， 図 2 の O を 始 点 と す る 線 分 と

し て 移 し ま す 。 2 つ の 図 中 の そ れ ぞ れ の 線 分 は 同 じ

長 さ で す 。 慣 れ れ ば ， 紙 に か か な く て も 頭 の 中 で 描

け ま す 。 「 サ イ ン カ ー ブ の 山 1 つ が ， 振 幅 を 直 径 と

す る 円 に な る 」 わ け で す π ≦ θ ≦ 2 π の と き も ， 同

様 に 図 示 で き ま す ) 。

三 角 関 数 の 合 成 に よ り

r = a si n θ + b c o s θ = a  + b  si n θ + θ  

と な り ま す か ら ， 次 の こ と が 成 り 立 ち ま す 。

【 ま と め 】

r = a si n θ + α ， r = b c o s θ + β ，

r = a si n θ + γ  + b c o s θ + γ  α ， β ， γ は 0

で も よ い ) で 表 さ れ る 極 方 程 式 は ， 始 点 O を 通

り 振 幅 を 直 径 と す る 円 を 表 す ( 直 径 は ， O か ら

「 r が 最 大 と な る 方 向 」 へ 伸 び て い き ま す ) 。

【 問 題 3 】 ( ⑴  参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 5 例 題 9 改 ，

⑵  参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 5 練 習 3 6 ⑴ )

次 の 極 方 程 式 で 表 さ れ る 曲 線 を 図 示 せ よ 。

⑴ r c o s θ −
π
4  = 3

⑵ r c o s θ −
π
3  = 2

こ れ も ， 教 科 書 の 問 題 で す 。 生 徒 は す ぐ に 作 図 で き

る で し ょ う か 。 別 解 と し て ， 加 法 定 理 で 展 開 し ，

r c o s θ =  ， r si n θ =  と 置 き 換 え ， 直 交 座 標 で グ

ラ フ を 図 示 で き ま す 。 し か し ， も っ と 簡 単 に で き ま

す 。 教 科 書 の 練 習 で は ， こ の 問 題 の 後 に 「 極 方 程 式

r c o s θ = 3 … …  ①  の 図 示 」 ( 参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 5

練 習 3 6 ⑵ ) が 出 て き ま す 。 こ れ は ， 直 交 座 標 で

 = 3 と す ぐ に 求 ま り ま す 。 こ れ を 利 用 し ま す 。「 数

学 Ⅰ 」 で 学 習 し た 平 行 移 動 と 同 様 に 考 え ま す 。

⑴  直 線 ① を ， θ 軸 方 向 に
π

4
だ け 平 行 移 動 で は な

く ， 始 点 O の 周 り に
π

4
だ け 回 転 移 動 し て ， 答 え

と な り ま す 。 ま っ す ぐ の θ 軸 が ， 円 状 に 曲 が っ

た イ メ ー ジ で す 。

【 問 題 4 】 ( 参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 6 例 題 1 0【 注 意 】 )

極 方 程 式 r = 2 2 c o s θ −
π
4  で 表 さ れ る 曲

線 を 図 示 せ よ 。

【 解 答 】 極 方 程 式 r = 2 2 c o s θ で 表 さ れ る 円 を ，

始 点 O の 周 り に
π
4

だ け 回 転 移 動 し て

ま た は ， 【 ま と め 】 の 結 果 か ら 【 問 題 4 】 は ， す ぐ に

θ =
π
4

の 方 向 へ 直 径 2 2 の 円 と 求 ま り ま す 。
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【 問 題 5 】

極 方 程 式 r = 1 + c o s θ の 表 す 曲 線 の 概 形 を か け 。

カ ー ジ オ イ ド で す 。 「 グ ラ フ の 足 し 算 」 で 考 え て み

ま し ょ う 。 円 r = 1 に r = c o s θ を 足 し て ， 概 形 を

得 ま す 。

で は ， 次 の 問 題 は ど う で し ょ う か 。

【 問 題 6 】 ( ⑴  参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 7 例 題 1 2 改 ，

⑵  参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 7 練 習 3 9 改 )

次 の 極 方 程 式 の 表 す 曲 線 の 概 形 を か け 。

⑴ r =
2

1 + c o s θ

⑵ r =
2

1 − si n θ

【 解 説 】

⑴ r =
2

1 + c o s θ
… …  ①

ま ず ， 分 母 だ け に つ い て 考 え ま す 。 r = 1 + c o s θ

の 表 す グ ラ フ は ， 【 問 題 5 】 か ら カ ー ジ オ イ ド で す 。

こ の カ ー ジ オ イ ド が 分 母 に あ る と 考 え て

 = f   と  =
1

f   の グ ラ フ の 関 係 の よ う に

捉 え て ) 次 の 概 形 を 見 抜 き ま す 。 特 定 の 点 ⚫ の 対

応 を 確 認 す れ ば ， 概 形 を 捉 え る の は 難 し く な い と

思 い ま す 。

⑵ r =
2

1 − si n θ
⋯ ⋯ ②

同 様 に ， 分 母 だ け に つ い て 考 え ま す 。

r = 1 − si n θ = 1 + c o s θ +
π
2 

= 1 + c o s θ − −
π
2  

で あ る か ら ， r = 1 + c o s θ の カ ー ジ オ イ ド を ， 始

点 O の 周 り に −
π
2

だ け 回 転 移 動 し た 形 に な り ま

す 。 し た が っ て ， ② の 曲 線 も ， ① の 放 物 線 を ，

始 点 O の 周 り に −
π
2

だ け 回 転 移 動 し た も の と な

り ま す 。 ⑴ ， ⑵  と も に ， 分 母 に カ ー ジ オ イ ド が

あ る と ， そ の 逆 数 が 放 物 線 を 表 す の は 面 白 い で す

ね 。 さ ら に ， 教 科 書 で は ， 次 の 2 つ の 極 方 程 式
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r =
2

1 + 2 c o s θ
⋯ ⋯ ③ ， r =

1
2 + c o s θ

⋯ ⋯ ④ が

扱 わ れ て い ま す 。 ( ③  参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 8 問 8 ，

④  参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 5 8 練 習 4 0 ⑵ ) 分 母 は ， ③ ，

④ と も に カ ー ジ オ イ ド で は あ り ま せ ん 。 一 般 の

リ マ ソ ン r = a + b c o s θ で す 。 表 す 曲 線 は ， ③

が 双 曲 線 3   −   − 8  + 4 = 0 ， ④  が 楕 円

3   + 4   + 2  − 1 = 0 と な り ま す 。 a ， b の 大 小

関 係 に よ っ て ， 分 母 の 表 す 曲 線 は ， 元 の 「 中 心 O ，

半 径 r = a の 円 」 か ら 偏 角 θ の 方 向 に 最 大 b だ

け ， 盛 っ た り 削 っ た り さ れ て 形 が 崩 れ て い く わ け

で す 。 こ れ ら が 分 母 に あ る こ と に よ っ て ， 元 の 極

方 程 式 が 放 物 線 ， 双 曲 線 ， 楕 円 と 変 化 す る の は 興

味 深 い も の で す 。

§ 3 ． 終 わ り に

多 く の 証 明 ， 説 明 を 省 略 さ せ て い た だ き ま し た 。

以 上 の 内 容 は ， あ く ま で も グ ラ フ の 概 形 を 捉 え る 方

法 の 一 例 と し て 述 べ た も の で す 。 こ の 原 稿 が ， 数 学

教 育 の 一 助 と な れ ば 幸 い で す 。 最 後 ま で お 読 み い た

だ き ， あ り が と う ご ざ い ま し た 。
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