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円 の 接 線 公 式 の 拡 張

曲 線   ±   = a の 接 線 公 式 s     ± t     = a

§ 1 ． は じ め に

今 回 の 着 想 を 得 た の は ， ア ス テ ロ イ ド の 性 質 に つ

い て の 次 の 【 問 題 】 に 対 す る ， 生 徒 の 解 答 を 見 た と き

の こ と で あ る 。

【 問 題 】

曲 線 C ： 


 + 


 = 1  > 0 ，  > 0  上 の 任 意 の

点 に お け る 接 線 と ，  軸 ，  軸 と の 交 点 を そ れ

ぞ れ P ， Q と す  る  と  き ， 線  分 P Q の 長 さ は 一

定 で あ る こ と を 示 せ 。

証 明

 > 0 ，  > 0 の と き ， 


 + 


 = 1 の 両 辺 を  に つ

い て 微 分 す る と

2
3

 


 +
2
3

 


 ⋅
d 
d 

= 0

よ っ て ，   0 の と き

d 
d 

= −

 






し た が っ て ， C 上 の 点 ( s ， t )

( s > 0 ， t > 0 ， s


 + t


 = 1 ) に お け る 接 線 の 方 程 式 は

 − t = −
s
t 





(  − s ) … …  ①

＜ 以 下 略 ＞

①  以 降 は ， ①  に  = 0 や  = 0 を 代 入 し て ， P ，

Q の 座 標 を 入 手 す れ ば ， す ぐ に 証 明 で き る 。 し か し ，

こ の 解 答 を 書 い た 生 徒 は ， ① の 式 を さ ら に 変 形 し

て

s 


  + t 


  = s


 + t


 = 1 … …  ②

と い う 式 を 作 り ， こ れ を 利 用 し て ， そ の 後 の 計 算 を

し て い た 。 筆 者 は ， こ の 式 を 見 て ， こ れ が 【 円 の 接

線 公 式 】 と 酷 似 し て い る こ と に 気 づ い た 。

【 円 の 接 線 公 式 】

円   +   = r  上 の 点 s ， t  に お け る こ の 円 の

接 線 の 方 程 式 は

s  + t  = r 

こ れ ま で ， こ の 公 式 は 「   と   を そ れ ぞ れ 2 つ

に 分 け ，   と   に し ， そ の 片 方 ず つ に s ， t  を

代 入 し よ う 」 と 指 導 し て き た が ， ② の 式 が 一 般 に

成 り 立 つ の で あ れ ば ， 「   と   を      と     

に 分 け ， そ れ ぞ れ 前 半 に s ， t  を 代 入 し よ う 」 と

な る 。 も ち ろ ん ， 求 め た い も の は 接 線 の 方 程 式 で あ

る か ら ，  と  の 1 次 の 項 を そ れ ぞ れ 残 す の は 自 然

な 発 想 で あ る 。

§ 2 ． 曲 線 の 接 線 の 方 程 式

と い う こ と で ， 次 の よ う な 【 予 想 】 を 立 て た 。 た だ

し ， 簡 略 化 す る た め に ， 曲 線 は 第 1 象 限 の 部 分 だ け

を 考 え る と い う 条 件 を つ け て い る 。

【 予 想 】

曲 線   +   = 1 k  0 ，  > 0 ，  > 0  上 の 点

s ， t  に お け る こ の 曲 線 の 接 線 の 方 程 式 は

s     + t     = 1
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 > 0 ，  > 0 の と き ，   +   = 1 の 両 辺 を  に

つ い て 微 分 す る と

k     + k     ⋅
d 
d 

= 0

 ，   = s ， t  の と き

k s    + k t    ⋅
d 
d 

= 0

 
d 
d 

= −
s   

t    ( k  0 ， t > 0 )

ゆ え に ， 曲 線 上 の 点 ( s ， t ) に お け る 接 線 の 方 程

式 は

 − t = −
s   

t     − s 

  s     + t     = s  + t 

こ こ で ， 点 s ， t  は 曲 線   +   = 1 上 の 点 で あ

る か ら

s  + t  = 1

以 上 に よ り ， 求 め る 接 線 の 方 程 式 は

s     + t     = 1 証 明 終

以 上 に よ り ， 予 想 が 正 し か っ た こ と が 証 明 さ れ た 。

こ こ で ， 第 1 象 限 に 限 定 し た 理 由 に つ い て 説 明 し

た い 。 k の 値 や ， 接 点 の  座 標 や  座 標 に よ っ て ，

次 の よ う な 問 題 点 が あ る 。

［ 1 ］ 底 (  座 標 や  座 標 ) が 負 の 値 の と き に 問 題 あ り

k が 整 数 で あ れ ば ， 計 算 が で き る 。 ま た ， k が 有

理 数 の と き ， 既 約 分 数 で 表 し て 分 母 が 奇 数 で あ れ ば ，

計 算 が で き る 。 し か し ， そ れ 以 外 の と き は ， 実 数 の

範 囲 で は 計 算 で き な い 。

［ 2 ］ 接 点 の  座 標 や  座 標 が 0 の と き に 問 題 あ り

例 え ば ， 前 図 の k =
2
3

( ア ス テ ロ イ ド ) の と き を

具 体 的 に 考 え る と ， そ も そ も  = 0 や  = 0 に お

い て は ， 微 分 可 能 と は 言 え な い 。 し か し ， 接 線 を 考

え る だ け で あ れ ば ， 点 1 ， 0  に お け る 接 線 の 方 程

式 は  = 0 で あ る 。 一 方 ， 前 述 の 公 式 に

s ， t  = 1 ， 0  を 代 入 す る と ，  = 1 が 手 に 入 る 。

こ れ は ， k < 1 の と き に 生 じ る 問 題 で ，

s     + t     = 1 に お い て ， t  0 と す れ ば  = 0

が 手 に 入 る の だ が ， t = 0 と す る と 上 手 く い か な い 。

k > 1 の と き に は ， 楕 円 の 接 線 公 式 を ， 微 分 を 用 い

て 証 明 す る と き と 同 様 に 処 理 で き る 。

§ 3 ． ま と め

以 上 の 理 由 に よ り ， k の 値 に よ っ て は ， 円 の よ う

に 第 1 象 限 と い う 限 定 を つ け な く て も よ い 場 合 も あ

る が ， 今 回 は ど の 場 合 で も 成 立 す る こ と を 優 先 し た 。

ま た ， 同 様 に す る と   −   = 1 や   −   = − 1

の 場 合 も す ぐ に 証 明 で き る の で ， 次 の よ う に ま と め

る こ と が で き る 。

【 ま と め 1 】

曲 線   ±   = a k  0 ，  > 0 ，  > 0  上 の

点 s ， t  に お け る こ の 曲 線 の 接 線 の 方 程 式 は

s     ± t     = a (複  号 同 順 )

ま た ， 楕 円 や 双 曲 線 の 接 線 の 公 式 を 意 識 す る と

【 ま と め 2 】

曲 線
 

a  ±
 

b  = 1 k  0 ，  > 0 ，  > 0  上 の

点 s ， t  に お け る こ の 曲 線 の 接 線 の 方 程 式 は

s    
a  ±

t    
b  = 1 ( 複  号 同 順 )

と い う 形 で も 有 効 か も し れ な い 。

こ う な る と 次 に 気 に な る の は ， 【 放 物 線 の 接 線 公 式 】

で あ る 。 あ ま り メ ジ ャ ー で は な い が ， 次 の よ う な も

の で あ る 。



2 2

【 放 物 線 の 接 線 公 式 】

放 物 線   = 4 p  上 の 点 s ， t  に お け る こ の 放

物 線 の 接 線 の 方 程 式 は

t  = 2 p  + s 

微 分 を す れ ば た だ ち に 手 に 入 る が ， 覚 え 方 と し て は ，

  を   に ， 4 p  を 2 p  + 2 p  に 分 け て ， そ れ ぞ れ

片 方 ず つ に s ， t  を 代 入 し よ う ， と 円 の と き に な

ぞ ら え て 説 明 す る こ と も あ る だ ろ う 。

放 物 線 は  と  の 次 数 が 違 う の で ， こ れ を 単 純

化 か つ 一 般 化 す る の で あ れ ば ， 次 の よ う で あ ろ う か 。

【 疑 問 】

曲 線   +   = a 上 の 点 s ， t  に お け る こ の

曲 線 の 接 線 の 方 程 式 は い か に ？

こ の 結 果 は ， 例 え ば p > q の と き は

s     + t    ⋅
q  + ( p − q ) t

p
= a

と な り ， あ ま り 実 用 的 な 形 に す る こ と が で き な か っ

た 。 も っ と 見 栄 え の よ い 変 形 を 見 つ け た 方 は 教 え て

い た だ き た い 。

§ 4 ． 最 後 に

以 上 の 考 察 に よ り ， 【 円 の 接 線 公 式 】 を 限 定 的 に で

は あ る が ， 拡 張 す る こ と が で き た 。 実 際 に 目 に す る

入 試 問 題 で は k の 値 が わ か っ て い る 場 合 が 多 く ，

も っ と 広 く 定 義 域 を 取 れ る 場 合 で も 同 様 に 証 明 で き

る の で ， 第 1 象 限 に 限 ら ず ， 素 早 く 接 線 の 方 程 式 を

手 に 入 れ る こ と が 可 能 に な っ た 。 今 回 の よ う に ， 生

徒 の 何 気 な い ( と き に は 最 善 で は な い ) 板 書 か ら 得

ら れ る 知 見 が あ る 。 今 後 も ， 生 徒 か ら 教 え ら れ る 立

場 で も あ る と い う 姿 勢 を 忘 れ ず に い た い 。
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