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む ぎ た に  な お ひ さ

麦 谷  直 久
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体 積 を ど の よ う に 求 め て い く か ？

§ 1 ． は じ め に

「 体 積 を 求 め る 問 題 に 対 し て ， ど の よ う な 方 針 を

立 て る か ？ 」

「 体 積 の 問 題 は ， 一 部 の タ イ プ を 除 い て ， 立 体 図

ま た は 断 面 図 ( 多 く の 場 合 は そ の 両 方 ) を か く な ど

し て ， そ の 都 度 空 間 的 に 図 形 の 性 質 を 考 え な が ら ア

プ ロ ー チ し て い く ， か な り 応 用 的 な 問 題 で あ り ， 問

題 を 見 て か ら 方 針 が 思 い 浮 か ぶ も の 」 と い う の が ，

一 般 的 な 認 識 で は な い で し ょ う か 。

と こ ろ で ， 体 積 に 図 形 的 処 理 を も ち こ む と ， 当 然

の こ と な が ら ， そ の 都 度 空 間 的 な 考 察 を し な く て は

な り ま せ ん 。

そ こ で ， 数 式 処 理 に よ る ア プ ロ ー チ を 前 面 に 押 し

出 す こ と で ， い つ も 同 じ よ う に 体 積 を 求 め る ( よ う

に 思 え る ) 方 法 を ， 今 回 は 示 し た い と 思 い ま す 。

図 形 的 処 理

〈 そ の 都 度 考 え る 〉

  数 式 処 理

〈 一 定 手 順  に 見 え る 〉

大 雑 把 に 方 針 を 述 べ る と 「 座 標 空 間 に 埋 め 込 め る

立 体 は 埋 め 込 む 。 た だ し ， 埋 め 込 む ほ ど で は な い 立

体 ( 問 題 ) や ， 埋 め 込 め な い 立 体 は ， そ の 都 度 考 え

る 」 と い う も の で す 。

§ 2 ． 大 き な 流 れ

体 積 を も つ 立 体 は ， 立 体 を 表 す 不 等 式 が 書 け る 場

合 が 多 い の で ， そ れ を 利 用 し て い き ま す 。 具 体 的 に

は ， 次 の 手 順 ( フ ロ ー チ ャ ー ト ) に な り ま す 。

α 立 体 が ， 座 標 空 間 に 埋 め 込 め る か 判 断 す る 。

→  Y e s の 場 合 の み ， 次 に 進 む 。

N o の 場 合 は ， こ れ ま で 通 り ， そ の 都 度 考 え る 。

β 立 体 を 表 す 不 等 式 の 組 を 書 き 表 す 。

( 立 体 図 を か く 必 要 は な い 。 )

γ 積 分 軸 を 決 め る 。

 ，  ， z 軸 の ど れ か に 平 行 な も の に 限 る 。 )

δ 断 面 図 を か き ， そ れ を 利 用 し て ， 断 面 積 を 求 め る 。

ε 体 積 を 求 め る 積 分 を 立 式 す る 。

ζ 積 分 の 計 算 を す る 。

上 の 大 き な 流 れ の 中 で は ， 特 に ， α ， β が 特 徴

的 で す 。 た だ し ， そ の 後 は ， 従 来 通 り の 方 法 ， す な

わ ち ， 「 δ を 目 指 す こ と 」 が 目 的 で す 。 こ の こ と に

留 意 し な が ら 次 の 実 践 を 読 ん で い た だ く と ， 読 み や

す い と 思 い ま す 。 ま た ， 今 後 R は 実 数 の 集 合 を 表

し ま す 。

§ 3 ． 実 践

そ れ で は ， 以 下 の 問 題 を 解 き な が ら ， 上 述 の 手 順

の 説 明 を し ま す 。 た だ し ， 今 回 の 解 答 は わ か り や す

さ の た め に ， 答 案 の よ う な 形 式 で は な く ， フ ロ ー

チ ャ ー ト 式 に 図 式 化 し て あ り ま す 。 ま た ， そ の 中 で ，

α ， β ， … … ， ζ と あ る の は ， 上 記 の α ， β ， …

… ， ζ に 対 応 し て い ま す 。

【 問 題 1 】 ( 参 考 文 献 〔 1 〕 p . 1 9 1 応 用 例 題 3 改 )

底 面 の 半 径 が a で 高 さ も a で あ る 直 円 柱 が あ

る 。 こ の 底 面 の 直 径 A B を 含 み 底 面 と 4 5° の 傾

き を な す 平 面 で ， 直 円 柱 を 2 つ の 立 体 に 分 け る

と き ， 小 さ い 方 の 立 体 M の 体 積 V を 求 め よ 。

【 解 答 】

α 〈 Y e s だ と 予 想 し た 〉

底 面 が   平 面 上 に ， 底 面 の 中 心 が 原 点 に あ り ，

直 径 A B と  軸 が 重 な る よ う に 埋 め 込 む 。

↓

β 
0 ≦ z ≦ 

  +   ≦ a 
〈 M を 表 す 不 等 式 〉 ※ 1 

↓  = t と お く と − a ≦ t ≦ a

… …  ※ 2 ， ※ 3 

γ 
0 ≦ z ≦ 

− a  − t  ≦  ≦ a  − t 

す な わ ち

0 ≦ z ≦  ≦ a  − t 
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〈 次 の δ の た め に ，  ， z を 意 識 し た 表 記 に す る 〉

↓

δ 三 角 形 の 面 積 S は

S =
1
2

a  − t  

↓

ε ， ζ V =  

 1
2

a  −    d  =
2
3

a 

※ 1 

立 体 を 表 す 不 等 式 の う ち ， ど れ か 1 つ で も 抜 け た ら ，

体 積 を 求 め る こ と は で き な い 。 立 体 は ， 必 ず 1 つ ま

た は い く つ か の 方 程 式 ・ 不 等 式 で 表 さ れ て い る の で ，

そ の す べ て を 書 く 必 要 が あ る 。

※ 2 

今 回 は ，  軸 で 切 っ て も 手 間 は 同 じ ( 積 分 の 簡 単 さ

の た め に ， 教 科 書 な ど で は ，  軸 で 切 っ て あ る ) 。

様 々 な 参 考 書 に 「  軸  軸 z 軸 の ど の 軸 に 垂 直 な

面 で 切 る か 」 の コ ツ が 載 っ て い る が ， そ れ は ， 断 面

図 が で き る だ け 単 純 に な る よ う な 工 夫 で あ る 。 特 に ，

円 が ら み の 図 形 で は ， 扇 形 や 円 の 一 部 は 積 分 が 大 変

( 円 そ の ま ま な ら よ い が ) で あ る か ら ， 避 け ら れ る

な ら 避 け た い 。

※ 3 

厳 密 に は 「 式 β を 満 た す ，  ， z が 存 在 す る よ う な

 ( つ ま り t ) の 条 件 を 求 め る 」 こ と に よ り ， t の 条

件 が 得 ら れ る こ と に な る 。 し か し ， 多 く の 場 合 ， 図

な ど か ら 自 明 で あ る こ と が 多 い 。 ま た ， こ の t の 範

囲 が ， 後 に 体 積 を 求 め る 積 分 の 積 分 区 間 に な る 。

【 問 題 2 】

3 つ の 不 等 式 0 ≦ z ≦ 1 ，   +   ≦ 1 ，  + z ≧ 1

で 表 さ れ た 領 域 を M と す る 。 M を  軸 の ま わ

り に 1 回 転 さ せ た と き に M が 通 過 し た 領 域 を

M ′ と す る 。 M ′ の 体 積 V ′ を 求 め よ 。

【 解 答 】

α 〈 Y E S だ と 予 想 し た 〉

↓

β 
0 ≦ z ≦ 1

  +   ≦ 1

 + z ≧ 1

〈 M を 表 す 不 等 式 〉

↓  = t と お く と 0 ≦ t ≦ 1  ⋯ ⋯ ※ 

γ 
− 1 − t  ≦  ≦ 1 − t 

1 − t ≦ z ≦ 1

〈 次 の δ の た め に ，  ， z を 意 識 し た 表 記 に す る 〉

↓

δ 長 方 形 と 原 点 と の 距 離 の

最 大 値 R  は

R  = 1 − t   + 1

最 小 値 R  は

R  = 1 − t

よ っ て ， 回 転 体 の 断 面 積 S は

S = π R 
 − π R 

 = π 1 + 2 t − 2 t  

ε ， ζ V ′ =



π 1 + 2 t − 2 t   d t =
4
3

π

( 注 )

「 回 転 体 の 体 積 を 求 め る 時 に は ， 回 転 前 の 図 形 で 考

え よ 」 と い う の は よ く 言 わ れ る が ， 今 回 の 「 埋 め 込

み 」 の 方 法 で も ， 同 じ で あ る 。 ま た ， 同 じ 回 転 で も ，

最 後 に 回 転 す る 部 分 で は な い 回 転 ( 例 え ば ， 最 初 に

 軸 を 中 心 に 回 転 し て ， 次 に  軸 を 中 心 に 回 転 す る

問 題 に お け る ， 最 初 の 回 転 ) に 関 す る 数 式 の 操 作 も ，

ト レ ー ニ ン グ ( 1 0 分 ほ ど で で き る ) し て お く と よ い 。

【 問 題 3 】

  z 空 間 に 3 点 A 1 ， 1 ， 0  ， B − 1 ， 1 ， 0  ，

C − 1 ， 1 ， 2  を と る 。 △ A B C を z 軸 の 周 り に

回 転 し て 得 ら れ る 回 転 体 の 体 積 を 求 め よ 。

【 解 答 】

α 〈 Y E S だ と 予 想 し た 〉

↓

△ A B C の 周 ま た は 内 部 に 存 在 す る ， あ る 1 点 を

P  ，  ， z  と す る 。 P は 次 の よ う に 表 す こ と が

で き る 。


A P = s A B + t A C

s ≧ 0 ， t ≧ 0 ， s + t ≦ 1

を 満 た す s ， t ∈ R が 存 在 す る 。

↓ s ， t を 消 す )

β 
 = 1

 + z ≦ 1 ， z ≧ 0 ，  ≧ − 1

↓ z = k と お く と 0 ≦ k ≦ 2

γ 
 = 1

− 1 ≦  ≦ 1 − k

〈 次 の δ の た め に ，  ，  を 意 識 し た 表 記 に す る 〉

↓
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δ ⅰ 0 ≦ k ≦ 1 の と き

線 分 と 原 点 と の 距 離 の

最 大 値 R  は R  = 2

最 小 値 R  は R  = 1

よ っ て ， 回 転 体 の 断 面 積

S は

S = π R 
 − π R 

 = π

ⅱ 1 < k ≦ 2 の と き

線 分 と 原 点 と の 距 離 の

最 大 値 R  は R  = 2

最 小 値 R  は

R  = 1 − k 

+ 1 

よ っ て ， 回 転 体 の 断 面 積

S は S = π R 
 − π R 

 = 2 π k − π k 

ε ， ζ V = 



π d k + 



2 π k − π k   d k =
5
3

π

【 問 題 4 】 ( 参 考 文 献 〔 1 〕 p . 1 9 1 練 習 7)

曲 線  = si n 2  0 ≦  ≦
π
2  を C と す る 。 曲 線

C 上 の 点 P を 通 り  軸 に 平 行 な 直 線 と  軸 の

交 点 を Q と し ， 線 分 P Q を 1 辺 と す る 正 三 角

形 P Q R を ，   平 面 に 対 し て 垂 直 に 作 る 。 P

の  座 標 が 0 か ら
π
2

ま で 変 わ る と き ， こ の 正

三 角 形 が 通 過 し て で き る 立 体 の 体 積 を 求 め よ 。

【 解 答 】

α 〈 N O だ か ら そ の 都 度 考 え る 〉

こ れ は ， 教 科 書 の 練 習 問 題 で 「 積 分 軸 に 垂 直 な 断

面 の 面 積 を 求 め る 」 を 利 用 す る 基 本 中 の 基 本 問 題 。

埋 め 込 む ま で も な い し ， 埋 め 込 む と ， そ の 手 間 の 分 ，

遠 回 り と な る 。

【 問 題 5 】

曲 線  =   − 2 と  軸 と で 囲 ま れ た 部 分 を 

軸 を 軸 と し て 1 回 転 さ せ た と き に 通 過 し た 部 分

の 体 積 を 求 め よ 。

【 解 答 】

α 〈 N O だ か ら そ の 都 度 考 え る 〉

埋 め 込 む こ と は 簡 単 で あ る が ， 埋 め 込 む 必 要 す ら

な い 簡 単 な 問 題 。 「 積 分 軸 に 垂 直 な 断 面 の 面 積 を 求

め る 」 を 利 用 す る 。 ち な み に ， 回 転 体 を 表 す 不 等 式

は   + z  ≦ 2 −   で あ る 。

東 京 大 学 の 2 0 2 0 年 度 前 期 理 系 の 入 試 問 題 の 第 5

問 は ， 次 の よ う な 問 題 で あ っ た 。

【 問 題 6 】

座 標 空 間 に お い て ，   平 面 上 の 原 点 を 中 心 と

す る 半 径 1 の 円 を 考 え る 。 こ の 円 を 底 面 と し ，

点 ( 0 ， 0 ， 2 ) を 頂 点 と す る 円 錐 ( 内 部 を 含 む ) を

S と す る 。 ま た ， 点 A 1 ， 0 ， 2  を 考 え る 。

⑴ 略

⑵ 点 P が S を 動 く と き ， 線 分 A P が 通 過 す

る 部 分 の 体 積 V を 求 め よ 。

〔 2 0 東 京 大 ・ 理 系 第 5 問 改 ( 一 部 省 略 ) 〕

【 筆 者 が 考 え た 解 答 】

α 〈 Y E S だ と 予 想 し た 〉

↓

P  ，  ， z  と お き ， 線 分 A P 上 の 点 を

Q X ， Y ， Z  と す る 。


A P = s A Q

s ≧ 1

z − 2 

≧ 4   +   ， 0 ≦ z ≦ 2

を 満 た す s ，  ，  ， z ∈ R が 存 在 す る 。

 


 = s X − 1  + 1 ，  = s Y ， z = s Z − 2  + 2

s ≧ 1

z − 2 

≧ 4   +   ， 0 ≦ z ≦ 2

を 満 た す s ，  ，  ， z ∈ R が 存 在 す る 。

 

β 
1 ≦ s ≦

2
2 − Z

4 { s X − 1  + 1 }  + 4 s  Y  ≦ s  Z − 2 


を 満 た す s ∈ R が 存 在 す る 。

↓ Z = t と お く と 0 ≦ t ≦ 2

γ 
X − 1 −

1
s  



+ Y  ≦
1
4

2 − t 


1 −
t
2

≦
1
s

≦ 1

を 満 た す s ∈ R が 存 在 す る 。

↓
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δ よ っ て ， A P の

通 過 す る 部 分 の ，

Z = t に お け る 断

面 積 は

2 − t
2 



π

+ 2 − t  ⋅
t
2

ε ， ζ V =
π
4 



t − 2 

d t −

1
2 



t t − 2  d t

=
2 π + 1 

3

§ 4 ． こ の 手 法 が 適 用 で き る 割 合

こ の 手 法 が ， 体 積 を 求 め る 入 試 問 題 に お い て ， ど

の 程 度 の 割 合 で 適 用 で き る か ， と い う と ， 例 え ば ，

過 去 の 東 大 入 試 の 問 題 で あ れ ば ， 今 回 の 手 法 で 解 い

た 方 が よ い と 思 わ れ る も の は ( 筆 者 の 感 覚 で す が ) 5

割 ほ ど で す 。 5 割 は 少 な い よ う に 見 え ま す が ， 東 大

の 問 題 に お い て ， 方 針 が ( 考 え る こ と な く ) 始 め か

ら 立 つ と い う だ け で ， ア ド バ ン テ ー ジ に な り ま す 。

な お ， 他 の 大 学 に お い て は ， ほ と ん ど が ， 今 回 の 手

法 で 解 く こ と が で き る と 思 い ま す ( 例 え ば ， 東 北 大

学 の 2 0 1 8 年 度 前 期 理 系 の 入 試 問 題 の 第 6 問 で 出 題

さ れ た ， 教 科 書 の 発 展 で も 扱 わ れ て い る 「 斜 め 回 転 」

は ， こ の 手 法 で は で き ま せ ん ) 。

§ 5 ． 立 体 の 体 積 を 求 め る こ と は 難 し い

こ の 手 法 は ， 何 か 特 異 な 方 法 と い う も の で は な く ，

と て も 自 然 な も の で す 。 数 式 の 扱 い に 習 熟 し て い る

生 徒 に と っ て は ， 道 筋 が は っ き り し て い て ， も う 体

積 は 大 丈 夫 ， と 思 え る の で は な い で し ょ う か 。 一 方 ，

数 式 の 扱 い が そ れ ほ ど 得 意 で な い 生 徒 に と っ て は ，

と て も 難 し く 感 じ る で し ょ う 。 た だ ， そ の よ う な 生

徒 は ， 他 の や り 方 で さ あ 解 い て み ろ ， と 言 っ て も 難

し い の で は な い で し ょ う か 。

ぽ ん と 海 に 投 げ 込 ん で 「 さ あ 泳 い で み ろ 。 」 と い

う の も 1 つ で す が ， や は り ， 基 本 の 泳 ぎ 方 を 教 え た

上 で 「 自 由 に 解 い て い い よ 。 」 と い う の が ， よ り よ

い と 筆 者 は 考 え ま す 。 「 埋 め 込 め る 図 形 は ， 不 等 式

で 表 し て し ま う 。 」 と い う は っ き り と し た 王 道 を 示

し て あ げ る と ， 生 徒 は ， 安 心 感 を 持 っ て 体 積 の 問 題

に 取 り 組 も う と す る の で は な い の で し ょ う か 。

§ 6 ． ま た 今 度

筆 者 は 「 応 用 問 題 を 解 け る 生 徒 を 育 て る た め に は ，

ど の よ う な 訓 練 を す れ ば よ い か ？ 」 と い う テ ー マ に ，

と て も 興 味 を 持 っ て い ま す 。

も ち ろ ん ， こ の 手 法 も ， そ の 一 環 と し て あ り ま す 。

た だ し ， 体 積 を 求 め る 問 題 は 応 用 問 題 に 見 え る の で

す が ， 今 回 の 手 法 を 使 え ば ， 単 な る 手 順 暗 記 に な る

の で ， 「 応 用 問 題 を 解 け る 生 徒 を 育 て る た め に は ，

ど の よ う な 訓 練 を す れ ば よ い か ？ 」 と い う テ ー マ に

関 し て は ， や や イ ン チ キ な 感 が あ り ま す 。

「 応 用 問 題 を 解 け る 生 徒 を 育 て る た め に は ， ど の

よ う な 訓 練 を す れ ば よ い か ？ 」 と い う テ ー マ に ， 終

着 点 や 正 解 は な い の か も し れ ま せ ん が ， 筆 者 は ， こ

の テ ー マ に 対 し て ， サ ッ カ ー の ト レ ー ニ ン グ の 考 え

方 を 真 似 て 行 っ て い ま す 。

そ れ は ， 生 徒 た ち に ， あ る 考 え 方 の 原 則 を 示 し て

お い て ， そ の 原 則 が 必 要 な 時 に 引 き 出 せ る よ う に ト

レ ー ニ ン グ す る ， と い う 手 法 で す 。 全 体 像 を 示 す の

は 紙 面 の 都 合 上 難 し い か も し れ ま せ ん が ， い つ か ，

投 稿 に チ ャ レ ン ジ し た い と 思 い ま す 。
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