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む ら な か  し ょ う  と

村 中  翔  人
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関 数 が 極 値 を も つ た め の 条 件

§ 1 ． 極 値 の 定 義

参 考 文 献 〔 1 〕 に ， 極 小 値 の 定 義 は ， 次 の よ う に 書

い て あ り ま す 。

連 続 な 関 数 f   が ，  = a を 境 目 と し て 減

少 か ら 増 加 に 移 る と き ， f   は  = a で 極 小

で あ る と い い ， f a  を 極 小 値 と い う 。

極 大 値 に つ い て も 同 様 で す の で ， こ こ で は 省 略 し ま

す 。 多 く の 高 校 生 は ， こ の よ う な 定 義 で 数 学 を す る

と 思 い ま す が ， 大 人 の 中 に は ， 次 の 定 義 で 数 学 を す

る 人 も 多 い の で は な い で し ょ う か 。

関 数 f   が  = a で 極 小 で あ る と は ， あ る

δ > 0 が 存 在 し て 0 <  − a  <δ と な る す べ

て の 点  に 対 し f a  < f   と な る こ と で あ

る 。 こ の f a  を 極 小 値 と い う 。

適 用 範 囲 も ， 連 続 関 数 に 限 ら ず ， 参 考 文 献 〔 1 〕 の 定

義 を 含 ん だ も の と な っ て い ま す 。 本 稿 で は ， 初 め の

定 義 を 高 校 流 ， 後 に 書 い た 定 義 を 大 人 流 と 呼 ぶ こ と

に し ま す 。

§ 2 ． 関 数 が 極 値 を も つ た め の 条 件

高 校 生 に 数 学 を 教 え る よ う に な っ て ， 2 年 が 経 ち

ま し た 。 2 0 2 5 年 度 ， 人 生 で 初 め て 数 学 Ⅲ の 授 業 を

担 当 す る と い う こ と で ， 気 合 い を 入 れ て 予 習 を し て

い る と ， 次 の よ う な 【 問 題 】 に 出 会 い ま し た 。

【 問 題 】 ( 参 考 文 献 〔 2 〕 p . 1 6 7 基 本 例 題 9 5 ⑵ 改 )

a は 定 数 と す る 。 関 数

f   =
 + 1

  + 2  + a

に つ い て ， f   が 極 値 を も つ よ う な a の 値 の

範 囲 を 求 め よ 。

問 題 集 や 参 考 書 で は ， 例 え ば ， 「 f   が 極 値 を も つ

  f ′   が 符 号 変 化 す る … …  ＊ 」 な ど と 説 明

さ れ て い ま す 。 も ち ろ ん ， f   の 微 分 可 能 性 は ，

仮 定 し て い ま す 。

私 は ， 高 校 生 の 頃 ， こ の 説 明 を 聞 い て 「 確 か に そ

う だ 」 と 納 得 し ま し た 。 実 際 ， 高 校 生 に 教 え る と き

に も ， こ の よ う に 教 え て 何 の 問 題 も あ り ま せ ん 。 し

か し ， 大 人 に な っ た 私 は ， 高 校 数 学 で は あ ま り 扱 わ

な い 関 数 で も ，  ＊  は 必 ず 成 り 立 つ の か ， 気 に な り

ま し た 。 実 際 ， 家 に あ っ た 本 を 漁 る と ， 参 考 文 献

〔 3 〕 で ， す ぐ に 反 例 が 見 つ か り ま し た 。

f   = 
  si n

1


+ 2    0 

0  = 0 

と 定 め ま す 。 ま ず ， こ の 関 数 は ，  = 0 で 微 分 可 能

( し た が っ て 連 続 ) で す 。 実 際

li m
  

f   − f 0 
 − 0

=li m
  

 si n
1


+ 2  = 0

と ， 微 分 係 数 が 定 ま り ま す 。 そ し て ， 大 人 流 の 極 小

値 の 定 義 を 考 え れ ば ，   0 で は f   > 0 で あ る

こ と か ら ，  = 0 で 極 小 と な り ま す 。

で は ， こ の 関 数 は ，  = 0 の 前 後 で ， 導 関 数 の 符

号 が 負 か ら 正 に 変 化 す る の で し ょ う か 。 微 分 し て み

る と ，   0 で は

f ′   = 2  si n
1


+ 2  − c o s
1


… …  ①

と な り ， こ れ は ，  = 0 の 付 近 で ， 限 り な く 符 号 変

化 を 繰 り 返 し ま す 。 第 1 項 の 影 響 は ほ と ん ど な く ，

第 2 項 が ， f ′   の 符 号 を 決 め て い ま す 。 よ っ て ，

「 f   が 極 値 を も つ   f ′   が 符 号 変 化 す る 」 は ，

「   」 が 正 し く な か っ た と い う こ と に な り ま す 。

そ も そ も ， こ の 関 数 は ， 高 校 流 の 定 義 で は ，  = 0

で 極 小 値 を と り ま せ ん ( そ う い う 定 義 だ か ら で す ) 。

そ の 意 味 で は 「   」 も ， 正 し い こ と に な り ま す

( 仮 定 が 偽 で あ る 命 題 は ， 結 論 の 真 偽 に 関 わ ら ず ，

全 体 の 命 題 が 真 ) 。 よ っ て ， 高 校 生 に 教 え る 上 で は ，

全 く 気 に す る 必 要 が な い こ と で す 。 し か し ， 大 人 流
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の 定 義 が 書 い て あ る 高 校 数 学 の 参 考 書 も あ り ま す し ，

大 人 流 の 定 義 で 数 学 を し て い る 高 校 生 も い る で し ょ

う か ら ， こ の ま ま で は ス ッ キ リ し ま せ ん 。 答 案 で ，

安 心 し て  ＊  を 用 い る た め に ，  ＊  が 成 り 立 つ た め

の 条 件 は 何 か ， 調 べ て み ま し た 。

§ 3 ． 導 関 数 が 連 続 な ら ＊  が 成 り 立 つ ？

初 め に 書 き ま す と ， 本 稿 で は ， 残 念 な が ら  ＊  が

成 り 立 つ た め の 必 要 十 分 条 件 ま で は 追 え て い ま せ ん 。

必 要 性 は 難 し い た め ， 「 ＊  が 成 り 立 つ た め に ， 元

の 関 数 に 追 加 す る べ き 仮 定 は 何 か 」 と ， 十 分 条 件 だ

け を 追 う こ と に し ま し た 。

①  を 見 る と ， f ′   は  = 0 に お い て 連 続 で は あ

り ま せ ん 。 こ こ か ら ， 最 初 は 「 導 関 数 が 連 続 で あ る

と い う 仮 定 を 追 加 す れ ば よ い の で は ？ 」 と 考 え ま し

た 。 し か し ， そ れ は ， 次 の 関 数 が 反 例 と な り ま す 。

g   = 
  si n

1


+ 2    0 

0  = 0 

こ の 例 は ， ①  の 第 2 項 に ，  を 掛 け て お き た い と い

う 気 持 ち か ら 出 て き ま す 。 確 か め て み ま し ょ う 。 ま

ず ， ( 大 人 流 の 定 義 で )  = 0 で 極 小 と な る こ と は

よ い で し ょ う 。 先 ほ ど の 関 数 と ， 少 し も 変 わ り あ り

ま せ ん 。 ま た ， こ こ で は ， 大 人 流 の 定 義 に お い て ，

δ = 1 と し て お き ま す 。 こ の δ は ， 後 で 使 い ま す 。

連 続 性 を 確 か め ま す 。   0 に お い て は

g ′   = 4   si n
1


+ 2  −   c o s
1


と な り ま す 。 ま た

g ′ 0  =li m
  

g   − g 0 
 − 0

=li m
  

  si n
1


+ 2 
= 0

と な る の で ， li m
  

g ′   = g ′ 0  が 成 り 立 ち ま す 。 し

た が っ て ， g ′   は  = 0 で 連 続 ( も ち ろ ん ， 他 の

点 で も 連 続 ) で す 。

続 い て ， こ の 関 数 が 「  = 0 で 極 小 値 を と る が ，

導 関 数 は そ の 前 後 で 符 号 が 負 か ら 正 に な ら な い こ

と 」 を 確 か め て い き ま す 。 そ の た め に は ， 0 よ り ほ

ん の 少 し 小 さ い  で ， g ′   > 0 と な る 瞬 間 が あ る

こ と を 示 せ ば 十 分 で す 。 先 ほ ど 述 べ た よ う に ，

δ = 1 と し て お き ま す 。 n を 自 然 数 と し て ，

  = −
1

2 n − 1 π
と 定 め れ ば ， こ れ は 0 <    <δ

を 満 た し

g ′    = 4  −
1

2 n − 1 π 


∙ 0 + 2 

− −
1

2 n − 1 π 


∙ − 1 

=
1

2 n − 1 

π  −

8
2 n − 1 π

+ 1 
と な り ま す 。 n を

8
2 n − 1 π

< 1 ， す な わ ち ，

4
π

+
1
2

< n と な る よ う に と れ ば ， g ′    > 0 と な

り ， こ れ で ， g   が ＊  の 「   」 の 反 例 で あ る

こ と が 示 せ ま し た 。

§ 4 ． ＊  が 成 り 立 つ た め の 十 分 条 件 の 1 つ

で は ， 「 第 1 次 で は な く 第 2 次 導 関 数 が 連 続 で あ

れ ば よ い の か ？ 」 な ど と い う 考 え も 頭 を 巡 り ま す が ，

こ の 調 子 で い く と ， お そ ら く 上 手 く い き ま せ ん 。 や

は り ， 導 関 数 が 振 動 す る の が ， 悩 み の タ ネ な わ け で

す 。 そ こ で ， 少 し ズ ル い  ？  と は 思 い ま し た が ，「 導

関 数 が 連 続 で ， か つ 零 点 で 孤 立 し て い る 」 と い う 仮

定 を 追 加 す る こ と に し ま し た 。 し っ か り と ， 用 語 を

定 義 す る と こ ろ か ら 参 り ま し ょ う 。

 = a が 関 数 f   の 孤 立 し た 零 点 で あ る と

は ， f a  = 0 で  あ  り ， あ  る δ > 0 が 存 在 し て ，

0 <  − a  <δ と な る す べ て の  に 対 し て

f    0 と な る こ と で あ る 。

こ れ で ， 次 の 【 命 題 】 が 成 り 立 ち ま す 。

【 命 題 】

関 数 f   は 微 分 可 能 か つ 導 関 数 f ′   が 連

続 で ， f ′   の 零 点 は 孤 立 し た 零 点 で あ る と す

る 。 こ の と き ， f   が  = a で 極 小 と な る な

ら ば ， あ る δ > 0 が 存 在 し て ， 「 任 意 の

暇 a − δ ， a  に 対 し て f ′  < 0 か つ 任 意 の

暇 a ， a + δ  に 対 し て f ′  > 0 」 と な る 。

主 張 の 後 半 は ， f ′   の 符 号 が ， 負 か ら 正 に 変 わ る

と 言 っ て い る だ け で す 。 極 小 の 場 合 に つ い て し か 述

べ て い ま せ ん が ， 極 大 の 場 合 に つ い て も 同 様 で す 。

で は ， 証 明 し て い き ま し ょ う 。
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証 明  ∈ a − δ ， a  で f ′   < 0 と な る こ と を 示

す 。  = a で 極 小 と な る と き ， あ る δ ′ > 0 が 存 在

し て ， 0 <  − a  <δ ′ と な る す べ て の  に 対 し

f a  < f   と な る 。  = a は f ′   の 孤 立 し た 零

点 で あ る か ら ，  ∈ a − δ ， a  を ，  ， a  内 に

f ′   の 零 点 が な い よ う に と れ る 。 f a  < f   か

つ  < a で あ る か ら ， 平 均 値 の 定 理 に よ り ， あ る

s ∈  ， a  が 存 在 し て ， f ′ s  =
f a  − f  

a − 
< 0 と

な る 。 f ′   は 連 続 で あ る か ら ，  ∈ s ， a  に 対 し

て ， f ′   < 0 と な る 。

 ∈ a ， a + δ  で f ′   > 0 と な る こ と に つ い て

も 同 様 で ，  ∈ a ， s ′  に 対 し て ， f ′   > 0 と な る

s ′ が 存 在 す る 。

δ = mi n a − s ， a − s ′   と お け ば ， 結 論 を 得 る 。

証 明 終

一 応 ，  = a が f ′   の 零 点 で あ る と い う 部 分 で

「 微 分 可 能 な 関 数 f   が  = a で 極 値 を と る な

ら ば ， f ′ a = 0 」 を 用 い て  い  ま  す 。 こ  れ  は ， 高  校

生 に も よ く 知 ら れ た 事 実 で し ょ う 。

§ 5 ． 終 わ り に

こ れ を 調 べ た 後 ， い く つ か 問 題 を 見 ま し た が ，【 命

題 】 の 仮 定 を 満 た さ な い 関 数 に つ い て ， 極 値 を と る

条 件 を 調 べ さ せ る 問 題 は 見 つ か り ま せ ん で し た 。 こ

れ で ， ひ と ま ず は ， 安 心 し て  ＊  を 答 案 に 書 く こ

と が で き そ う で す 。 も し ， 【 命 題 】 の 仮 定 を 満 た さ な

い 関 数 に 問 題 の 中 で 出 会 っ た と き に は ， ま た ， こ の

話 題 に 頭 を 悩 ま せ よ う と 思 い ま す 。
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