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に し も と  の り よ し
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相 関 係 数 の 定 義 と コ ー シ ー ・ シ ュ ワ ル ツ の

不 等 式 か ら 導 か れ る 不 等 式

§ 1 ． は じ め に

数 学 Ⅰ の 『 デ ー タ の 分 析 』 で ， 相 関 係 数 を 扱 う 。

2 つ の 変 量  ：   ，   ， … … ，   と  ：   ，   ， … … ，

  の 標 準 偏 差 を そ れ ぞ れ s  ， s  と し ，  と  の 共

分 散 を s   と し た と き ，  と  の 相 関 係 数 r は

r =
s  

s  s 
で 定 義 さ れ る が ， r の 値 に つ い て は

「 − 1 ≦ r ≦ 1 で あ る こ と が 知 ら れ て い る 」 と い う ，

証 明 抜 き の 扱 い で ， 主 眼 は ， そ の 値 か ら 2 つ の 変 量

 ，  の 間 の 相 関 関 係 を 判 断 す る こ と で あ る 。

不 等 式 の 証 明 は ， 数 学 Ⅱ で 扱 う が ， − 1 ≦ r ≦ 1 ，

す な わ ち ， s  
 ≦ s 

 s 
 ， つ ま り ， 次 の 不 等 式

∑
  



(   − 


) (   − 


) 


≦ ∑
  



(   − 


)  ∑
  



(   − 


) 

… … ( ＊ )

を ， 証 明 す る 機 会 は な い 。

コ ー シ ー ⋅ シ ュ ワ ル ツ の 不 等 式 は ， 教 科 書 の 本 文

中 で 扱 わ れ る こ と も な く ， 問 題 集 ・ 参 考 書 等 で 不 等

式 ( a  + b  ) (   +   ) ≧ ( a  + b  )  と し て 扱 わ れ る

程 度 で あ る た め ， 無 理 か ら ぬ こ と で は あ る が ， 探 究

的 な 学 習 の 時 間 等 で

∑
  



a 
  ∑

  



b 
  ≧ ∑

  



a  b  


( 等 号 が 成 り 立 つ の は ， b  = c a  ( k = 1 ， 2 ， … … ， n )

を 満 た す 実 数 c が 存 在 す る と き ) … … ( ※ )

を 扱 う こ と も で き る だ ろ う 。

す る と ， ( ※ ) か ら ( ＊ ) が 示 さ れ ， − 1 ≦ r ≦ 1 で あ

る こ と や ， 等 号 成 立 条 件 が ， 正 の 定 数 c に 対 し て

r = ± 1      − 


= ± c (   − 


)

( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) ( 複 号 同 順 )

を 満 た す と き で あ る こ と ， つ ま り ， 点 (   ，   )

( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) が ， 直 線  − 


= ± c (  − 


)

( 複 号 同 順 ) 上 に あ る こ と が わ か る の で ， 相 関 係 数 の

値 と 散 布 図 の 関 係 が ， よ り わ か る よ う に な る 。

本 稿 で は ， s  
 ≦ s 

 s 
 と コ ー シ ー ⋅ シ ュ ワ ル ツ

の 不 等 式 か ら 得 ら れ る 不 等 式 に つ い て ， 考 察 す る 。

§ 2 ． s  
 ， s 

 s 
 を 


，  

， 


，  
，  


で 表 す

s 
 =  

− ( 


)  で あ る こ と は ， 教 科 書 で も 扱 っ て

い る ( こ と が 多 い ) が ， s   =  


− 


⋅ 


は ， 教  科  書

で は あ ま り 見 か け な い 。 問 題 集 で は ， 当 然 知 っ て い

る も の と し て ， 使 っ て い る 場 合 も あ る 。 証 明 は ， 次

の 通 り で あ る 。

証 明

s   =
1
n

∑
  



(   − 


) (   − 


)

=
1
n

∑
  



(     − 


  − 


  + 


⋅ 


)

=
1
n

∑
  



    − 


⋅
1
n

∑
  



 

− 


⋅
1
n

∑
  



  +
1
n

∑
  






⋅ 


=  


− 


⋅ 


− 


⋅ 


+
1
n

⋅ n 


⋅ 


=  


− 


⋅ 


証 明 終

よ っ て ， s 
 =  

− ( 


)  ， s 
 =  

− ( 


)  ，

s   =  


− 


⋅ 


で あ る か ら

s  
 = (  


− 


⋅ 


)  = (  


) − 2  


⋅ 


⋅ 


+ ( 


)  ( 


) 

s 
 s 

 = {  
− ( 


)  } {  

− ( 


)  }

=  
⋅  

−  
( 


)  − ( 


)   
+ ( 


)  ( 


) 

で あ る 。
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§ 3 ． 


，  
， 


，  

，  


に 関 す る 不 等 式

§ 2 で 考 察 し た よ う に ， s  
 は 


， 


，  


で 表 さ

れ ， s 
 s 

 は 


， 


，  
，  

で 表 さ れ る の で ，

s  
 ≦ s 

 s 
 ， す な わ ち ， s 

 s 
 ≧ s  

 に ， § 2 の 結 果

を 代 入 す る と

 
⋅  

−  
( 


)  − ( 


)   
+ ( 


)  ( 


) 

≧ (  


)  − 2  


⋅ 


⋅ 


+ ( 


)  ( 


) 

よ っ て ， 


，  
， 


，  

，  


に 関 す る 不 等 式

 
⋅  

− (  


)  ≧  
( 


)  − 2  


⋅ 


⋅ 


+ ( 


)   

… …  ①

が 成 り 立 つ 。

§ 4 ． ( 2 乗 の 和 の 積 ) 加 ( 積 の 和 の 2 乗 ) +

( 0 以 上 の 式 ) を 考 え る

( ※ ) よ り ， ∑
  



 
  ∑

  



 
  ≧ ∑

  



    


で あ る か ら ，

1
n

∑
  



 
 ⋅

1
n

∑
  



 
 ≧

1
n

∑
  



    


， つ ま り ，

 
⋅  

≧ (  


)  が 成 り 立 つ 。

よ っ て ，  
 

≧  

  で あ る か ら

−  
⋅  

≦ −  

 ≦ −  



が 成 り 立 つ 。

コ ー シ ー ⋅ シ ュ ワ ル ツ の 不 等 式

∑
  



 
  ∑

  



 
  ≧ ∑

  



    


で は ，   ，  

( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) は 任 意 の 実 数 で ， 特 に 条 件 は

な い が ， あ え て ，   > 0 ，   > 0 ( k = 1 ， 2 ， … … ， n )

と す る と ， 


， 


，  


は す べ て 正 の 数 に な る か ら

−  
 

≦ −  

 = −  


< 0

よ り − 2  
 




⋅ 


≦ − 2  


⋅ 


⋅ 


< 0

し た が っ て

 
( 


)  − 2  


⋅ 


⋅ 


+ ( 


)   

加  
 


( 


)  − 2  
⋅  




⋅ 


+  
 


( 


) 

= (  



−  



)  … …  ②

よ っ て ， ① ， ②  よ り

 
⋅  

− (  


) 加 (  



−  



)  … …  ③

( ③  の 左 辺 ) =  
⋅  

− (  


) 

=
1
n

∑
  



 
 ⋅

1
n

∑
  



 
 −

1
n

∑
  



    


=
1
n  ∑

  



 
  ∑

  



 
  − ∑

  



    


 

( ③  の 右 辺 ) =  



−  



) 

=
1
n

∑
  



 
 ⋅

1
n

∑
  



 
−

1
n

∑
  



 
 ⋅

1
n

∑
  



  


=
1
n  ∑

  



 
 ∑

  



  − ∑
  



 
 ∑

  



  


で あ る か ら ， ③  よ り

1
n  ∑

  



 
  ∑

  



 
  − ∑

  



    


 
≧

1
n  ∑

  



 
 ∑

  



  − ∑
  



 
 ∑

  



  


す な わ ち

∑
  



 
  ∑

  



 
  − ∑

  



    


≧
1
n

∑
  



 
 ∑

  



  − ∑
  



 
 ∑

  



  


よ っ て

∑
  



 
  ∑

  



 
 

≧ ∑
  



    


+
1
n

∑
  



 
 ∑

  



  − ∑
  



 
 ∑

  



  


等 号 が 成 り 立 つ の は ， 定 数 c に 対 し て ，   = c  

( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) を 満 た す と き で あ る 。

§ 5 ． コ ー シ ー ⋅ シ ュ ワ ル ツ の 不 等 式 の 系

以 上 か ら ， コ ー シ ー ⋅ シ ュ ワ ル ツ の 不 等 式 の 【 系 】

と し て ， 次 が 成 り 立 つ 。

【 系 】

  > 0 ，   > 0 ( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) の と き

∑
  



 
  ∑

  



 
 

加 ∑
  



    


+
1

n
∑

  



 
 ∑

  



  − ∑
  



 
 ∑

  



  


等 号 が 成 り 立 つ の は ， 定 数 c に 対 し て   = c  

( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) を 満 た す と き で あ る 。

§ 6 ． 系 を 使 う 証 明 問 題

【 問 題 】

  > 0 ，   > 0 ( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) と す る 。

∑
  



 
 = ∑

  



 
 = 1 の と き

∑
  



    


≦ 1 −
1
n

∑
  



(   −   ) 


が 成 り 立 つ こ と を 証 明 せ よ 。
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【 証 明 】   > 0 ，   > 0 ( k = 1 ， 2 ， … … ， n ) か つ

∑
  



 
 = ∑

  



 
 = 1 よ り ， § 5 の 【 系 】 を 用 い て

1 ⋅ 1 ≧ ∑
  



    


+
1
n

1 ∑
  



  − 1 ∑
  



  


= ∑
  



    


+
1
n

∑
  



  − ∑
  



  


= ∑
  



    


+
1
n

− ∑
  



(   −   ) 


よ っ て ∑
  



    


≦ 1 −
1
n

∑
  



(   −   ) 


証 明 終

§ 7 ． ま と め

相 関 係 数 r の と り う る 値 の 範 囲 は ， 証 明 抜 き で

− 1 ≦ r ≦ 1 と し て 扱 っ て あ る 。 『 デ ー タ の 分 析 』 履

修 時 は ， 「 不 等 式 の 証 明 」 を 扱 う 前 で あ る か ら 致 し

方 な い に し て も ， 「 不 等 式 の 証 明 」 の 中 で 触 れ て ほ

し い と い う 思 い が 筆 者 に は あ る 。 ま た ， − 1 ≦ r ≦ 1

と な る 理 由 を 知 り た い と 思 う 生 徒 も 多 い の で は な い

だ ろ う か 。

｢− 1 ≦ r ≦ 1 で あ る こ と が 知 ら れ て い る 」 と い う

現 状 の 扱 い に つ い て ， 生 徒 た ち に 無 条 件 に 受 け 入 れ

さ せ る だ け で よ い の で あ ろ う か 。 興 味 ⋅ 関 心 の 芽 を

摘 む こ と が な い よ う に ， ま た ， 理 解 の 深 化 を 図 る た

め に も ， 相 関 係 数 r の と り う る 値 の 範 囲 に つ い て

扱 う よ う に 配 慮 す る べ き で あ る と 思 う 。

− 1 ≦ r ≦ 1 ， つ ま り ， s  
 ≦ s 

 s 
 は ， コ ー シ  ー ⋅

シ ュ ワ ル ツ の 不 等 式 ∑
  



a 
  ∑

  



b 
  ≧ ∑

  



a  b  


に

お い て ， a  =
1

n
(   − 


) ， b  =

1

n
(   − 


) と お

け ば 導 け る が ，   > 0 ，   > 0 ( k = 1 ， 2 ， … … ， n )

と い う 条 件 を つ け 加 え ， 『 デ ー タ の 分 析 』 で よ く 使

う 性 質 s 
 =  

− ( 


)  ， s   =  


− 


⋅ 


を 活 用 し て

∑
  



 
  ∑

  



 
  ≧ ∑

  



    


+
1
n

∑
  



 
 ∑

  



  − ∑
  



 
 ∑

  



  


と い う 不 等 式 を 導 出 し た 次 第 で あ る 。

( 山 口 県 立 徳 山 高 等 学 校 )


