
§1．はじめに

次の 2つの三角形は，高校数学の問題でよく見か

ける。

これら 60°または 120°の角を持ち，3辺の長さが

自然数の三角形について考察する。

以下，△ABCについて，次のように定める。

BC=a，CA=b，AB=c (a，b，cは自然数)

∠BAC=α，∠ABC=β，∠ACB=γ

このとき，正弦定理により

sinα=
asinγ

c
，sinβ=

bsinγ
c

また，余弦定理により

cosα=
b
+c

−a


2bc
，cosβ=

c
+a

−b


2ca

cosγ=
a
+b

−c


2ab

§2．恒等式の考察

(s+2st)+(2st+t
)−(s+2st)(2st+t

)

=(s+t
+st) ……① は恒等式であることを証

明する。

【証明】

(左辺)=s
+4st+4st+4st+4st+t



−(2st+5st+2st)

=s
+2st+3st+2st+t



(右辺)=s
+t

+s

t
+2st+2st+2st

=s
+2st+3st+2st+t



よって (左辺)=(右辺) 証明終

ここで，恒等式①について

2st+t
=(s+2st)−(s−t

)

より

(左辺)=(s+2st)+{(s+2st)−(s−t
)}

−(s+2st){(s+2st)−(s−t
)}

=(s+2st)+(s+2st)−2(s+2st)(s−t
)

+(s−t
)−(s+2st)+(s+2st)(s−t

)

=(s+2st)+(s−t
)−(s+2st)(s−t

)

同様に，s
+2st=(s−t

)+(2st+t
) より

(左辺)={(s−t
)+(2st+t

)}+(2st+t
)

−{(s−t
)+(2st+t

)}(2st+t
)

=(s−t
)+2(s−t

)(2st+t
)+(2st+t

)

+(2st+t
)−(s−t

)(2st+t
)−(2st+t

)

=(s−t
)+(2st+t

)+(s−t
)(2st+t

)

これらから，次の②，③は恒等式である。

(s+2st)+(s−t
)−(s+2st)(s−t

)

=(s+t
+st) ……②

(s−t
)+(2st+t

)+(s−t
)(2st+t

)

=(s+t
+st) ……③

§3．恒等式の利用

(s+2st)+(2st+t
)−(s+2st)(2st+t

)

=(s+t
+st) ……①

を利用すると，γ=60° の△ABCができる。

2つの自然数 s，tに対して

a=s
+2st，b=2st+t

，c=s
+t

+st

とすると，a，b，cは自然数である。

このとき，a，b，cを 3辺とする△ABCについて，

a
+b

−ab=c
 より a

+b
−c

=ab であるから

cosγ=
ab

2ab
=
1
2

したがって，γ=60° である。

(s，t)=(2，1)，(3，1)，(3，2) とすると，a，b，

cは次の表のようになる。
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s t a b c

2 1 8 5 7

3 1 15 7 13

3 2 21 16 19

(s+2st)+(s−t
)−(s+2st)(s−t

)

=(s+t
+st) ……②

を利用すると，γ=60° の△ABCができる。

s>t を満たす 2つの自然数 s，tに対して

a=s
+2st，b=s

−t
，c=s

+t
+st

とすると，a，b，cは自然数である。

このとき，a，b，cを 3辺とする△ABCについ

て，a
+b

−ab=c
 より a

+b
−c

=ab である

から

cosγ=
ab

2ab
=
1
2

したがって，γ=60° である。

(s，t)=(2，1)，(3，1)，(3，2) とすると，a，b，

cは次の表のようになる。

s t a b c

2 1 8 3 7

3 1 15 8 13

3 2 21 5 19

(s−t
)+(2st+t

)+(s−t
)(2st+t

)

=(s+t
+st) ……③

を利用すると，γ=120° の△ABCができる。

s>t を満たす 2つの自然数 s，tに対して，

a=s
−t

，b=2st+t
，c=s

+t
+st とすると，

a，b，cは自然数である。

このとき，a，b，cを 3辺とする△ABCについて，

a
+b

+ab=c
 より a

+b
−c

=−ab であるか

ら cosγ=
−ab

2ab
=−

1
2

したがって，γ=120° である。

(s，t)=(2，1)，(3，1)，(3，2) とすると，a，b，

cは次の表のようになる

s t a b c

2 1 3 5 7

3 1 8 7 13

3 2 5 16 19

§4．60°の三角形と 120°の三角形の関係

§1で例示した 2つの三角形は，次のように関連

付けられる。

図のように，3辺の長さが 3，5，7の三角形に，一

辺の長さが 5の正三角形を接合すると，60°の角を

持つ 3辺の長さが 5，8，7の三角形が得られる。

また，一辺の長さが 3の正三角形を接合すると，

60°の角を持つ 3辺の長さが 3，8，7の三角形が得

られる。

γ=120° である△ABCに一辺の長さが aの正三

角形 BCDを接合すると，60°の角を持つ 3辺の長

さが，a，a+b，cの△ABDが得られる。一辺の長

さが bの正三角形ACEを接合すると，60°の角を

持つ 3辺の長さが b，a+b，cの△BAEが得られ

る。

(図 1 )について，α+β=180°−120°=60°，

∠BAE=60°+α，∠ABD=60°+β であるから

∠BAE+∠ABD=120°+α+β=180°

よって，△ABDと△BAEを接合すると，1辺の長

さが a+bの正三角形になる。
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§5．外接円を用いて

(図 1 )について，△ABDと△BAEは同一の外

接円を持つ。

図のように，外接円のA，Bを含まない弧 DE上

に，∠DAF=α となる点Fをとると，

∠BAF=α+α=2α，∠AFB=60° である。

ここで，β=60°−α より

∠ABF=180°−60°−2α

=120°−2α

=2(60°−α)

=2β

△ABCについて

sinα=
asin120°

c
=

 3 a
2c

sinβ=
bsin120°

c
=

 3 b
2c

余弦定理により

c
=a

+b
+ab

cosα=
b
+(a+b

+ab)−a


2bc

=
b(a+2b)
2bc

=
a+2b
2c

cosβ=
(a+b

+ab)+a
−b



2ca

=
a(2a+b)
2ca

=
2a+b

2c

2倍角の公式により

sin2α=2sinαcosα

=2×
 3 a
2c
×

a+2b
2c

=
 3 (a+2ab)

2c

sin2β=2sinβcosβ

=2×
 3 b
2c
×
2a+b

2c

=
 3 (2ab+b

)
2c

したがって，△ABFについて，正弦定理により

BF
sin2α

=
AF
sin2β

=
c

sin60°
=
2c

 3

BF=
2c

 3
×sin2α=

a
+2ab
c

AF=
2c

 3
×sin2β=

2ab+b


c

なお，点Cは∠BAF，∠ABFの 2等分線の交点

であるから，△ABFの内心である。
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§6．補足として

§5の△ABFの 3辺をそれぞれ c倍した

△PQFは

QF=a
+2ab，FP=2ab+b



PQ=c
=a

+b
+ab

で 3辺は自然数になる。

△PQFにおいて，∠PFQ=60° であるから，余

弦定理により

QF+FP−QF⋅FP=PQ

(a+2ab)+(2ab+b
)−(a+2ab)(2ab+b

)

=(a+b
+ab)

は恒等式①である。

(京都府立峰山高等学校)

25




