
§1．はじめに

ベクトルのよくある問題に次のようなものがある。

【問題 1 】 △OABにおいて，辺 OAを 3：1

に内分する点を C，辺 OBを 2：3に内分する

点をDとし，線分ADと線分 BCの交点をPと

する。OP

を OA


と OB


を用いて表せ。

暗算で答えを出したいと思い，公式を導いたので，

ここで紹介したい。生徒受けはそこそこ良い。授業

では，OVF=Ota’s vector formulaと言って紹

介している。また，内分の公式の almostな一般化

も含めて紹介する。

§2．【問題 1 】に対する公式 OVF

[1st OVF]

△OABにおいて，辺 OAを ：に内分する

点を C，辺 OBを z：wに内分する点をDとし，

線分ADと線分 BCの交点をPとする。

また，直線 OPと辺ABの交点をQとする。

このとき

OP

=

wOA

+zOB



w+w+z
，OQ


=

wOA

+zOB



w+z

が成り立つ。

覚え方は，図をかいて，クロスしながら数値を掛

けたり足したりすればよい。OQ

は，OP


の分母の

中間の項を取り除くだけでよい。覚えやすいところ

がポイントである。

証明 (1st OVF)

チェバの定理により

AQ：QB=CA×OD：OC×BD=z：w

よって，内分の公式から

OQ

=

wOA

+zOB



z+w

メネラウスの定理により

OP：PQ=AB×OC：QB×CA

=(z+w)：w×

=z+w：w

よって

OP

=
OP
OQ
OQ


=

wOA

+zOB



w+w+z
終

この公式を使えば，冒頭の【問題 1 】は

OP

=
3×3×OA


+1×2×OB



3×3+3×1+1×2
=
9OA


+2OB


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と求められる。

§3．内分の公式の almostな一般化

【問題 2 】 △OABにおいて，辺 OBの中点を

M，辺 BAを 3：2に内分する点を C，辺 OA

を 2：3に内分する点を D，線分 CMと線分

BDの交点をPとする。OP

を OA


と OB


を用

いて表せ。

この問題も，公式によって解決させよう。
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[2nd OVF]

△OABにおいて，辺 OAを s：tに内分する点

を C，辺 BOを ：に内分する点を D，辺

BAを z：wに内分する点をEとし，線分 BC

と線分 DEの交点をPとする。このとき，

BP

=

ztBO

+zsBA



zt+zt+zs+ws

=
z(tBO


+sBA


)

z(s+t)+zt+ws

が成り立つ。

これが内分の公式の almostな一般化である。実

際に =w=0，=z=1 とすると

BP

=

tBO

+sBA



s+t

が成り立つ。

公式 2nd OVFも覚え方は，図をかいて，クロス

しながら数値を掛けたり足したりすればよい。

なお，w=0，z=1 とすると

BP

=

tBO

+sBA



s+t+t
=

(tBO

+sBA


)

(s+t)+t

より

OP

=
−tOB


+sOA


−sOB


+(t+t+s)OB



t+t+s

=
sOA


+tOB



s+t+t

を得る。これは，1st OVFに他ならない。

証明 (2nd OVF)

次を満たす実数 k，uが存在する。

BP

=kBC


=

t

s+t
kBO


+

s

s+t
kBA


，

BP

=(1−u)BD


+uBE



=


+
(1−u)BO


+

z

z+w
uBA



BO

と BA


は一次独立であるから

t

s+t
k=



+
(1−u)，

s

s+t
k=

z

z+w
u

よって



t(+)
(1−u)=

1
s+t

k=
z

s(z+w)
u

両端から

 z

s(z+w)
+



t(+) u=


t(+)

両辺に st(+)(z+w)を掛けて

{zt(+)+s(z+w)}u=s(z+w)

したがって

u=
s(z+w)

zt+zt+zs+ws
……①

更に
1

s+t
k=

z

zt+zt+zs+ws
……②

以上より，①，②から

BP

=

ztBO

+zsBA



zt+zt+zs+ws

=
z(tBO


+sBA


)

z(s+t)+zt+ws

を得る。 終

最後に，【問題 2 】を 2nd OVFを用いて計算する。

【解答】

OP

=OB


+BP


より，BP


を求める。

2nd OVFより

BP

=

1⋅3⋅3BO

+3⋅1⋅2BA



1⋅3⋅3+1⋅3⋅3+3⋅1⋅2+2⋅1⋅2

=
9BO


+6BA


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よって

OP

=
−9OB


+6OA


−6OB


+28OB



28

=
6OA


+13OB



28
終

§4．最後に

1st OVFとして紹介した最初の公式は，覚えや

すさが感動できる部分である。2nd OVFは覚えら

れるが，多くの人が感動できるとは言えない。しか

し，内分の公式 (さらに 1st OVF)の almostな一

般化である点と，よく出る問題に対応できるという

観点から紹介することにした。
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