
§1．はじめに

2の一の位の数，最高位の数を求める問題は多く

の教科書や問題集に載っている。本稿では，上の問

題から自然に得られる確率について調べ，考えたこ

とをまとめた。

有名な話題なので既出の内容ばかりかもしれませ

んが，ご容赦ください。

§2．一の位の数と確率

2の一の位は 4つの数 2，4，8，6を順に繰り返す。

任意に 1つの自然数を選ぶとき，その選んだ自然数

を 4で割った余りが 0，1，2，3であることは同じ割

合で起こると考えてよい。

よって，任意に 1つの自然数nを選ぶとき，2の

一の位が 2，4，8，6である確率は，それぞれ
1
4
と

考えることができる。

§3．最高位の数と確率

ここでは任意に 1つの自然数nを選ぶとき，2の

最高位にm (mは自然数，1≦m≦9)が現れる確率

を考える。

無理数 αと自然数 nに対して，nαの小数部分を

{nα}で表す。まず，次の[定理 1 ]が成り立つ (参考

文献〔 1 〕)。

[定理 1 ] 任意の 0≦r<1 と任意の ε>0 に

対して，ある自然数nが存在して

 {nα}−r <ε

が成り立つ。

この定理は，区間 [0，1)の任意の数のいくらでも

近くに {nα}が存在すること，つまり {nα}は区間

[0，1)に稠密に分布していることを示している。

さらに，次の[定理 2 ]が成り立つ (参考文献〔 2 〕)。

[定理 2 ] (Weyl の一様分布定理)

{nα}は区間 [0，1)に一様に分布する。

[定理 1 ]からは，{nα}の区間 [0，1)における分布

の仕方は稠密であることしか分からないが，[定理

2 ]はその分布の仕方は均等で偏りがないことを示

している。それぞれの定理の証明は省略するが，

[定理 1 ]については高校数学の範囲で十分証明可能

である。

ここで

2は N桁で最高位の数はm

 10×m≦2<10×(m+1)

 (N−1)+logm≦log2


<(N−1)+log(m+1)

 logm≦{n log2}<log(m+1)

更に，log2は無理数であるので，[定理 2 ]から

{n log2}は区間 [0，1)に均等に分布している。

よって，任意に 1つの自然数nを選ぶとき，2の

最高位がmである確率は，区間 [0，1)の長さの中

に区間 [logm，log(m+1))の長さの占める割合，

つまり区間 [logm，log(m+1))の長さと考えて

よい。

以上の議論から，任意に 1つの自然数nを選ぶと

き，2の最高位にmが現れる確率は

log(m+1)−logm=log
m+1
m

=log1+ 1
m 

である。

m=1 とすれば，2の最高位に 1が現れる確率は

log2である。自然な問いから確率が log2にな

る例が得られるのは面白い。

また，2の最高位にmが現れる確率を Pと表

せば，正の数 に対して関数 =1+
1

は単調減少

であり，底 10>1 であるから
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P>P>P>……>P

が分かる。2の最高位の数を見ていくと，明らかに

1が現れることが多く，逆に 8や 9はあまり現れな

いので改めて納得がいく。

§4．最高位の次の位の数と確率

ここでは任意に 1つの自然数nを選ぶとき，2の

最高位の次の位にm (mは整数，0≦m≦9)が現れ

る確率を考える。2の最高位の次の位にmが現れ

る確率を P(1，m)と表す。2の最高位の次の位に

mが現れる場合は次の 9通りが考えられる。

[1] 最高位の数が 1で，次の位の数がm

[2] 最高位の数が 2で，次の位の数がm

……

[9] 最高位の数が 9で，次の位の数がm

2を N桁の数として β={n log2} とおくとき

2=10×10 であるから，事象[1]の場合を考え

ると

[1]  1+
m
10

≦10<1+
m+1
10

 log1+m
10 ≦β

={n log2}<log1+m+1
10 

よって，§3と同様に考えて事象[1]が起こる確率

は

log1+m+1
10 −log1+m

10 
=log

10⋅1+(m+1)
10⋅1+m

=log1+ 1
10⋅1+m 

である。事象[2]∼[9]についても同様であり，これ

らの事象は互いに排反であるから，求める確率は

P(1，m)=∑




log1+ 1
10l+m 

である。

ここだけの表現として，l+
m
10
を l.mと表し

9.m×8.m×7.m×……×1.m=(9.m)!

と表すことにすれば，求める確率は

P(1，m)=log
(9.(m+1))!

(9.m)!

と表すこともできる。

また，正の数 に対して関数 =1+
1

10l+

( l は自然数)は単調減少であるので，§3と同様に

P(1，0)>P(1，1)>P(1，2)>……>P(1，9)

が分かる。

§5．最高位からk番目の位の数と確率

§4の結果は簡単に一般化できるので，ここで述

べておく。kを自然数として，最高位から k番目の

位にmが現れる確率を P(k，m)と表す。2の最

高位から k番目の位にmが現れる場合は次の

9×10通りが考えられる。

[10] 最高位から 10……0と並び，次の位の数が

m

[10+1] 最高位から 10……1と並び，次の位の

数がm

……

[10−1] 最高位から 99……9と並び，次の位の数

がm

(最高位から並ぶ数は，10から 10−1=99……9

までのすべての自然数が現れる)

すると，§4と同様に事象[10]について

[10]  log 10


10 +
m
10 ≦{n log2}

<log 10


10 +
m+1
10 

であるから，事象[10]の起こる確率は

log 10


10 +
m+1
10 −log 10



10 +
m
10 

=log
10⋅10+m+1
10⋅10+m

=log1+ 1
10⋅10+m 

となる。同様に，事象[10+1]の起こる確率は

log 10
+1
10 +

m+1
10 

−log 10
+1
10 +

m
10 

=log1+ 1
10(10+1)+m 

である。他の事象についても同様であり，これらの

事象は互いに排反であるから，求める確率は

P(k，m)= ∑



log1+ 1

10l+m 
である。そして，§4と同じ理由で

P(k，0)>P(k，1)>P(k，2)>……>P(k，9)

が分かる。
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§6．§5の確率と極限

§8 [補足 2 ]の表の数値を見ると，任意のmに対

して

lim


P(k，m)=
1
10

と予想される。kが大きくなればなるほど，P(k，m)

は最高位から k−1番目までに並ぶ数の影響を大き

く受けることになるので，これは感覚的にも当然だ

と思われる。以下，これを示す。

f()を単調減少で正値な連続関数，a，bを自然数

としたとき，数学Ⅲでもよく用いる面積による評価




f ()d<∑




f (l)<



f ()d ……(※)

を思い出しておく。今回は

f ()=log1+ 1
10+m ，a=10，

b=10−1

として，評価 (※)を利用する。積分を計算するため

に

f()=
1

log10
{log(10+m+1)−log(10+m)}

と変形する。ただし，底は eである。

 log(10+m)d

= 1
10

(10+m)′ log(10+m)d

=
1
10

(10+m)log(10+m)−d

=
1
10

(10+m)log(10+m)−

同様に

 log(10+m+1)d

=
1
10

(10+m+1)log(10+m+1)−

よって

 f ()d

=
1

10log10
{(10+m+1)log(10+m+1)

−(10+m)log(10+m)}

=
1

10log10
{(10+m)(log(10+m+1)

−log(10+m))+log(10+m+1)}

=
1

10log10 log1+ 1
10+m 



+log(10+m+1)

(これらの計算では積分定数は省略した)

次に，定積分 


f ()dと 



f ()dを求め

ると




f ()d

=
1

10log10 log1+ 1
10+m 



−log1+ 1
10+m 



+log
10+m+1
10+m+1 





f ()d

=
1

10log10 log1+ 1
10+m−10 



−log1+ 1
10+m−10 



+log
10+m−9
10+m−9 

そして，自然対数の底 eの定義に注意すると

lim


log1+ 1
10+m 



=loge=1，

lim


log
10+m+1
10+m+1

=lim


log
10+

m+1
10

1+
m+1
10 

=log10

他の部分の極限についても同様であるから

lim




f ()d=
1

10log10
(1−1+log10)=

1
10
，

lim




f ()d=
1
10

よって，評価 (※)とはさみうちの原理により

lim


P(k，m)=lim


∑




f (l)=
1
10

を得る。面積による評価 (※)の利用に気付くのに，

少しの時間を要してしまった。

§7．小数第何位に初めて現れる 0でない数と

確率

最後に，任意に 1つの自然数nを選び 2を小数

表示したとき，小数第何位に初めて現れる 0でない

数がm (mは自然数，1≦m≦9)である確率を考え

る。

2の小数第N位に初めて 0でない数mが現れる

 10×m≦2<10×(m+1)

 N−log(m+1)<n log2≦N−logm

 −log(m+1)<{n log2}≦−logm
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よって，区間 (−1，0]の長さの中に区間

(−log(m+1)，−logm]の長さの占める割合を

考えて，求める確率は

−logm−(−log(m+1))=log1+ 1
m 

である。結局，求める確率は§3と同じという，言

われてみれば当然の結果であることが分かった。

§8．いくつかの補足

[補足 1 ] 本稿では 2について考えたが，10の累

乗ではない自然数 cについて logcは無理数であ

るから，cについて考えても同じ確率が得られる。

[補足 2 ] WolframAlphaを用いて P，P，……，

Pと P(1，0)，P(1，1)，……，P(1，9)の値を，小

数第 5位以下切り捨てで求めると次のようになる。

ここで具体的な数値を求めたことで，§6の予想が

得られた。改めて具体例の大切さを実感した。

P(1，0) 0.1196

P 0.3010 P(1，1) 0.1138

P 0.1760 P(1，2) 0.1088

P 0.1249 P(1，3) 0.1043

P 0.0969 P(1，4) 0.1003

P 0.0791 P(1，5) 0.0966

P 0.0669 P(1，6) 0.0933

P 0.0579 P(1，7) 0.0903

P 0.0511 P(1，8) 0.0875

P 0.0457 P(1，9) 0.0849

[補足 3 ] 最高位の次の位の数について扱った入試

問題として，次のような例がある。

7の最高位の次の位の数字を求めよ。

(2018 早稲田大，一部抜粋)

§9．おわりに

本稿では 2の位に現れる数と確率について考え，

2の最高位に 1が現れる確率が log2という無理

数になることを見た。無理数が現れる確率としては，

1
π
が現れる Buffon の針の問題，

1
e
が現れる完全

順列に関する極限の問題などが有名である。

πと eに比べると一般的な知名度は劣るが，重要

な定数として

lim
1+ 1

2
+

1
3
+……+

1
n

−logn
で定義される Euler の定数 γ=0.5772…… がある。

γはおそらく無理数であると思うが，本稿の流れか

ら次の疑問が浮かぶ。γとは全く関係ないと思われ

る事象や不自然ではない (あまり人工的ではない)

事象から得られる確率の極限として，γが現れる例

はどのようなものがあるのだろうか。

この疑問はしばらく頭の中で寝かせておこうと思

う。
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