
§1．はじめに

線対称である点の座標については，数学Ⅱの�図

形と方程式�の� 2直線の関係�で扱う。例えば，

次のような問題である。

問題 直線 ℓ：2−−3=0 に関して，

点A(1，4)と対称な点Bの座標を求めよ。

(〔 1 〕 p.75 応用例題 2 )

その解法は，点Bの座標を (p，q)として，①直線

ℓと線対称な 2点を結ぶ直線が垂直であること，

②線対称な 2点を結ぶ線分の中点が直線上にある

ことを利用して，pと qの連立 1次方程式を作って

解くことで求めるものである。

�点と直線�の中の内容として，2直線の垂直条件，

線分の中点の座標を使うのである。別にこれを使わ

なければ解けないわけではない。他にも違った視点

で求めることができる。

生徒には，この問題はこのようなやり方で解くと

いうステレオタイプで着実に問題解決力を向上させ

るのもよいが，多様な発想で解くことも身につけさ

せたい。

§2．点 (，)を通り，直線 a+b+c=0

に垂直な直線 b(−)−a(−)=0

の利用

§1．はじめにで言及した 問題 について，

点 (，)を通り，直線 a+b+c=0 に垂直な

直線の方程式が b(−)−a(−)=0 であるこ

と (〔 1 〕では脚注で扱っている。)を利用して解いて

みる。

【解】 点A(1，4)を通り，

直線 ℓ：2−−3=0 ……① に垂直な直線 ℓ ′の

方程式は

−(−1)−2(−4)=0

すなわち +2−9=0 ……②

①×2+②より 5−15=0 よって =3

①に代入して 2⋅3−−3=0 よって =3

したがって，ℓと ℓ ′の交点Mの座標は (3，3)

B(p，q)とすると，線分ABの中点がMであるこ

とから
1+p

2
=3，

4+q

2
=3 よって p=5，q=2

したがって，Bの座標は (5，2)

§3．垂直二等分線の利用

図形的な考察をすると� 2点A，Bが直線 ℓに関

して対称�ということは�線分ABの垂直二等分線

が直線 ℓ�ということでありそれは�直線 ℓ上の任

意の点Pに対して AP=BP�ということである。

そこで P(，)，B(p，q)とすると AP=BP よ

り

(−1)+(−4)=(−p)+(−q) つまり

−2+1+−8+16

=−2p+p+−2q+q

整理して (2p−2)+(2q−8)−p−q+17=0

これが ℓ：2−−3=0 に一致するから

(2p−2)：(2q−8)：(−p−q+17)

=2：(−1)：(−3)

(2p−2)：(2q−8)=2：(−1) より

(p−1)：(q−4)=2：(−1) であるから

−(p−1)=2(q−4) よって p=−2q+9 ……①

(2q−8)：(−p−q+17)=(−1)：(−3) より

(2q−8)：(−p−q+17)=1：3 であるから

3(2q−8)=−p−q+17

すなわち p+q+6q−41=0 ……②

①を②に代入して

(−2q+9)+q+6q−41=0

5q−30q+40=0 すなわち q−6q+8=0
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(q−2)(q−4)=0 よって q=2，4

①に代入して (p，q)=(5，2)，(1，4)

A(1，4)は直線 ℓ上にない (∵ 2⋅1−4−30) ので，

点Bと異なる。よって，点Bの座標は (5，2)

§4．法線ベクトルの利用

Aから直線 ℓ：2−−3=0 に下ろした垂線と

直線 ℓの交点をH(a，b)とすると，

AH

=(a−1，b−4) であり，直線 ℓ の法線ベクト

ル n

に対して，AH


⫽n


より AH


=tn


(tは実数)

と表せる。

n

=(2，−1) であるから

(a−1，b−4)=(2t，−t)

すなわち a=2t+1，b=−t+4

H(a，b)は ℓ上にあるから 2a−b−3=0

よって 2(2t+1)−(−t+4)−3=0

すなわち 5t−5=0 よって t=1

したがって a=2⋅1+1=3，b=−1+4=3

AH

=HB


より (3−1，3−4)=(p−3，q−3)

つまり p=5，q=2

したがって，Bの座標は (5，2)

§5．正領域，負領域，法線ベクトル，点と

直線の距離の活用

AB

=(p−1，q−4) は直線 ℓ：2−−3=0 の

法線ベクトルであるから，

AB

=t(2，−1) (tは実数) と表せる。

よって (p−1，q−4)=(2t，−t)

したがって p=2t+1，q=−t+4 ……①

ここで，f (，)=2−−3 とおく。

1 ①より

f (p，q)= f (2t+1，−t+4)

=2(2t+1)−(−t+4)−3=5t−5 ……①

f (1，4)=2⋅1−4−3=−5<0

よって，A(1，4)は f (，)の負領域にある。

点A，Bは ℓに関して反対側にあるので，

B(p，q)は f (，)の正領域になければならない。

すなわち f (p，q)>0 ……②

①，②より 5t−5>0 であるから t>1 ……③

このとき，AB=AB

= (2t)+(−t)= 5  t 

点A(1，4)と直線 ℓ：2−−3=0 距離 dは

d=
2⋅1−4−3 

 2+(−1)
=

5

 5
= 5

AB=2d より  5  t =2 5 よって  t =2

すなわち t=±2

③より t=2 を①に代入して p=5，q=2

したがって，Bの座標は (5，2)

2 ①より，線分ABの中点Mの座標は

 (2t+1)+1
2

，
(−t+4)+4

2 
すなわち t+1，

−t+8
2 

Mは直線 ℓ：2−−3=0 上にあるから

2(t+1)−
−t+8

2
−3=0 すなわち

5t
2

−5=0

よって t=2 を①に代入して p=5，q=2

したがって，Bの座標は (5，2)
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§6．まとめ

点Aと直線 ℓに関して対称な点Bの座標を求める

問題について，教科書に載せてある代表的な (その

文脈に応じた)解法以外の解法として次の�∼�の

4つを考察してみた。

� u

=(a，b) と n


=(b，−a) が垂直であること

から点 (，)を通り，直線 ℓ：a+b+c=0 に

垂直な直線 ℓ′の方程式が b(−)−a(−)=0

であることから ℓ と ℓ ′の交点Mを求め，線分

ABの中点がMになることからBの座標を求め

る解法

� 線分ABの垂直二等分線が ℓ であることから

Bの座標を求める解法

� Aから ℓに下ろした垂線と直線 ℓの交点をH，

ℓの法線ベクトルを n

とすると AH


⫽n


である

ことから AH

=tn


としてHの座標を t で表し，

Hが ℓ上にあることから t の値を求め，

AH

=HB


からBの座標を求める解法

� AB

⫽n


であることから AB


=tn


としてBの

座標を t で表し，tの値を求め，Bの座標を求め

る解法 その際，正領域⋅負領域で t の符号を調

べ，点と直線の距離を使って t の値を求める方法

と線分ABの中点Mが ℓ上にあることから t の

値を求める方法の 2通りで求めた。

教科書では，�点と直線�� 2直線の関係�に即し

て�座標平面上の 2点を結ぶ線分の中点の座標�� 2

直線の垂直条件�を使って解いてあるが，そのよう

な制約を取り払い多様な発想で解くとどのような解

法があるか生徒に考えさせることにも数学教育的な

意義があると考え，このような考察を行ってみた。
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