
§1．はじめに

合同式が発展学習として数学Aの教科書 (例えば

文献[1，p.128])に取り上げられていますが，合同

式を用いる有用性と面白さを体験できるまでの内容

には到っていないように思われます。一次不定方程

式の整数解を求める際，合同方程式を用いると容易

にしかもただちに解ける場合があります。例えば，

文献[1]の例題�不定方程式 4+7=1 の整数解

を求めよ�などがそれにあたります。本稿の目的は

合同方程式のもつ魅力とその教育的価値について述

べることです。

§2．合同式の定義とその性質

合同式の定義やその性質については周知のことと

は思いますが念のため述べることにします。次の合

同式の定義は文献[1，p.128]によります。

mは正の整数とします。2つの整数 a，bについ

て a−bがmの倍数であるとき，すなわちmで割

り切れるとき，aと bはmを法として合同である

といい，式で

a家b (mod m)

と表します。このような式を合同式と言います。

aと bがmを法として合同であることは�aを

mで割った余りと bをmで割った余りが等しい�

ことと同じになります。なお，�mod�はラテン語

のmodulusを略記したものです。

以下では，a，b，c，dは整数，m，n，kは自然数

とします。このとき，合同式について次に述べるよ

うな性質が成り立ちます。

公式 1 ⑴ a≡a (modm)

⑵ a≡b (mod m) のとき b≡a (modm)

⑶ a≡b (modm)，b≡c (modm) のとき

a≡c (mod m)

⑴，⑵，⑶はそれぞれ反射律，対称律，推移律と呼

ばれています。

公式 1から，容易に次を得ることができます。

公式 2 a≡c (modm)，b≡d (modm) の

とき

⑷ a+b≡c+d (modm)

⑸ a−b≡c−d (modm)

⑹ ab≡cd (modm)

⑺ a≡c (modm)

以上の⑴から⑺までの性質は[1]に述べられて

います。さらに，性質を付け加えておきます。この

分については証明も付けておきます。なお，(a，b)

は整数 aと bの最大公約数を表します。また，a b

は， aが bを割り切ることを表します。

公式 3 cは 0でない任意の整数とする。この

とき，次が成り立つ。

⑻ a≡b (modm) ならば ca≡cb (modm)

⑼ a≡b (modm) ならば ca≡cb (mod cm)

証明 ⑼を示す。条件より m a−b

よって cm c(a−b)

このことは，ca≡cb (mod cm) を示している。終

公式 4 ca≡cb (modm) のとき，次が成り

立つ。

⑽ (c，m)=1 ならば a≡b (modm)

⑾ (c，m)=d (>1) ならば a≡b mod
m

d 
証明 ⑽ 条件より m c(a−b)

(c，m)=1 であるから m∤c

よって m a−b

したがって a≡b (modm)
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⑾ (c，m)=d であるから c=dr，m=ds

(r，s∈Z ) と書くことができる。ただし，Zは整

数の集合を表します。

このとき，(c，m)=(dr，ds)=d であるから

(r，s)=1

条件よりm c(a−b)であるから m dr(a−b)

また，m=ds より ds dr(a−b)

よって s r(a−b)

(r，s)=1 であるから s∤r

よって s a−b すなわち a≡b (mod s)

s=
m

d
であるから求める結果を得る。 終

合同式の性質について一通り述べましたので，い

よいよ本題に入ります。

§3． 1次合同方程式の解法と 1次不定方程式

への応用

最初に合同方程式の定義とその解き方を述べます。

一般に，aは 0でなくmで割り切れない整数，b

は整数，mは自然数とするとき

a≡b (modm) …… (＊)

を満たす の整数値を求めることを合同式を解くと

言い，このような の整数値全部を合同式(＊)の解

と言います。の次数が 1 なので合同式(＊)は (1

元)1次合同方程式と呼ばれています([2])。

ここで，実際に，1次合同方程式

3≡4 (mod 7)

を解いてみましょう。

公式 3⑻を用いて合同式の両辺を 2倍すると

6≡8≡1 (mod 7) …… ①

ここで 7≡7 (mod 7) …… ②

②から①を引くと (公式 2⑸を利用)，求める解

≡6 (mod 7)

を得ることができます。

それでは，早速 1次不定方程式の問題を合同方程

式を用いて解いてみましょう。

例 1 ([1]，p.135) 次の方程式の整数解をす

べて求めよ。

⑴ 4+7=1 ⑵ 4−9=5

【解答】 ⑴ 1次合同方程式

4≡1 (mod 7) …… ①

を解けば求める整数解が得られることがわかる。

公式 3 ⑻を用いて，①の合同式の両辺を 2倍する

と

8≡2 (mod 7) …… ②

また

7≡0 (mod 7) …… ③

②から③を引くと (公式 2 ⑸の性質を利用)

≡2 (mod 7)

したがって

=7k+2 (kは整数)

これを与式に代入すると

=−4k−1 (kは整数)

よって，求める整数解は

=7k+2，=−4k−1 (kは整数)

⑵ 合同方程式

4≡5 (mod 9)

を解けばよい。

この合同式の両辺を 2倍すると

8≡10≡1 (mod 9) …… ④

また

9≡0 (mod 9) …… ⑤

⑤から④を引くと

≡−1 (mod 9)

よって

=9k−1 (kは整数)

これを与式に代入すると

=4k−1 (kは整数)

したがって，求める整数解は

=9k−1，=4k−1 (kは整数)

合同方程式を用いて解く方法を，通常の方法 (教

科書の解法)で解いた後，別解として示すことによ

って，より簡単に解けることを知り，生徒達の合同

式への関心を高めることにつながるのではないでし

ょうか。

次に，合同方程式

2≡5 (mod 6)

を考えてみます。2−5は奇数なので，6で割り切

れることはありません。よって解は存在しません。

このことからわかるように，1次合同方程式は常に

解をもつとは限りません。このことについては次の

ことが知られています([3]，p.29)。なお，証明は割

愛します。
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定理 1 1次合同方程式

a≡b (modm)

は d=(a，m) とするとき，d=1 のときは，1

つの解をもち，d>1 であるときは，d bのと

きに限って解をもち，その解の個数は dである。

ここで，念のため d>1 の場合の例をあげておき

ましょう。

例 2 8≡2 (mod 10) を解け。

【解答】 (8，10)=2 および 2 2であるから，解は存

在する。

10≡10 (mod 10) …… ①

8≡2 (mod 10) …… ②

①から②を引くと

2≡8 (mod 10)

ここで，公式 4⑾を用いると

≡4 (mod 5)

よって，(mod 10)の解は

≡4 (mod 10)，≡9 (mod 10)

の 2個である。

§4．連立合同方程式とその応用

ここでは，連立合同方程式の解き方とその応用例

について述べます。

早速，例題を通して解き方を示します。

例 3 次の連立合同方程式を解け。


2≡3 (mod 3)

≡−1 (mod 5)

【解答】 公式 3⑼を用いて，法を 15にそろえると


10≡15 (mod 15)

3≡−3 (mod 15)

…… ①

…… ②

ここで，②の合同式の両辺を 3倍すると

9≡−9≡6 (mod 15) …… ③

①から③を引くと

≡9 (mod 15)

これは，与式を満たすから求める解である。

注．例 3については解があるという保証をしていま

せんので，次々の式の変形が同値変形とは限らない

ので，解になっているかどうか確かめました。

これで，準備が済んだので応用例の紹介に入りま

す。

例 4 ([1]，p.137) 6で割ると 1余り，11で

割ると 5余るような自然数のうち，3桁で最小

のものを求めよ。

【解答】 題意から次の連立合同式を解けばよいこと

がわかる。


≡1 (mod 6)

≡5 (mod 11)

…… ①

…… ②

公式 3 ⑼を用いて，法を 66にそろえると


11≡11 (mod 66)

6≡30 (mod 66)

…… ③

…… ④

④の合同式の両辺を 2倍すると

12≡60 (mod 66) …… ⑤

⑤から③を引くと

≡49 (mod 66)

よって

=66k+49 (kは整数)

したがって，求める数は k=1 の場合で，115であ

る。

上記の例にしたがって，次の問題もただちに解く

ことができます。

問 ([1]，p.138) 7で割ると 5余り，13で割

ると 8余るような自然数のうち，3桁で最大の

ものを求めよ。

これらに関しても，通常の方法 (教科書の解法)で

解いたのち，別解として与えることにより，教科書

の解法に比べて簡明であることを知り，合同式によ

り興味・関心をいだくのではないかと思われます。

もう一つ面白い応用例を紹介しておきましょう。

それは百五減算として知られている問題です。

例 5 ある数 aは 3で割ると 1余り，5で割る

と 2余り，7で割ると 3余る。このとき，aを

105で割った余りを求めよ。

【解答】 題意から次の連立合同式を解けばよいこと

がわかる。


a≡1 (mod 3)

a≡2 (mod 5)

a≡3 (mod 7)

…… ①

…… ②

…… ③

①と②の法を 15にそろえると


5a≡5 (mod 15)

3a≡6 (mod 15)

…… ④

…… ⑤
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⑤の合同式の両辺を 2倍したものから④を引くと

a≡7 (mod 15)

次に


a≡7 (mod 15)

a≡3 (mod 7)

を解く。法を 105でそろえる。


7a≡49 (mod 105)

15a≡45 (mod 105)

…… ⑥

…… ⑦

⑥の合同式の両辺を 2倍して⑦から引くことにより

a≡−53≡52 (mod 105)

よって

a=105k+52 (kは整数)

したがって，求める数は 52である。

最後に， 2次，3次合同方程式の話をしておきま

す。

§5．高次合同方程式と不定方程式への応用

f ()は整数を係数とする多項式で，最高次の項

の次数が nであって，その係数がmで割り切れな

いとき

f ()≡0 (modm)

を (1元)n次合同方程式と言います。

ここで，簡単な 2次，3次の合同方程式の例をあ

げておきます。

例 6 次の合同方程式を解け。

⑴ 4≡1 (mod 5) ⑵ ≡4 (mod 5)

【解答】 ⑴ 4−1≡0 (mod 5) の左辺の式を因数

分解すると，

(2−1)(2+1)≡0 (mod 5)

よって，2−1，2+1のうちどちらかが 5の倍

数である。

したがって

2≡1 (mod 5)，2≡−1≡4 (mod 5)

のいずれかが成り立つ。

最初に 2≡1 (mod 5) を解く。

合同式の両辺を 2倍すると

4≡2 (mod 5) …… ①

一方

5≡5 (mod 5) …… ②

②−①から

≡3 (mod 5) …… ③

次に，2≡4 (mod 5) を解く。

(2，5)=1 より，公式 4 ⑽を用いると

≡2 (mod 5) …… ④

逆に，③と④はもとの合同方程式の解である。

したがって，求める解は

≡2 (mod 5)，≡3 (mod 5)

⑵ −4≡0 (mod 5) の左辺の式を因数分解す

ると，

(−2)(+2)≡0 (mod 5)

よって，，−2，+2のどれかが 5の倍数であ

る。

したがって

≡0 (mod 5)，≡2 (mod 5)，

≡−2≡3 (mod 5)

のいずれかが成り立つ。これらはもとの合同式の

解である。よって，求める解は

≡0 (mod 5)，≡2 (mod 5)，≡3 (mod 5)

である。

上記の例では 2次の合同方程式の解は 2個，3次

の合同方程式の解は 3個でした。このようなことは

一般にも成り立つのかと思うのはごく自然なことで

しょう。

ところが，合同方程式 −1≡0 (mod 8) の解は

1，3，5，7の 4個で，これに対して，合同方程式

−2≡0 (mod 3) は解をもちません。

高次合同方程式の解については次の事実が知られ

ています([3]，p.35)。

定理 2 素数 pを法とするn次合同方程式

a
+a

+……+a≡0 (mod p)

の異なる解はたかだかn個である。

紙面の関係上証明は割愛しますので，それについ

ては上記の文献([3]，p.35)を参照して下さい。

ここで，応用例を 1つ紹介します。

例 7 次の不定方程式の整数解をすべて求めよ。

+2+35=129

【解答】 与式は

(+1)+35=130

と変形できる。

+1=z とおくと

z+35=130

ここで，2次の合同方程式

z≡130≡25 (mod 35)
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を解くと

z≡5 (mod 35) または z≡−5 (mod 35)

z=+1 より

≡4 (mod 35) または ≡−6 (mod 35)

したがって

=35k+4 (kは整数) または

=35k−6 (kは整数)

を得る。

これらを与式に代入すれば，求める整数解

=35k+4，=−35k−10k+3 (kは整数)；

=35k−6，=−35k+10k+3 (kは整数)

を得る。

§6．おわりに

限られた授業時数の中では�あれもこれも�とい

うわけにはいきません。

本文中でも述べたように，合同式を用いた解法を

別解として示すことにより，それ程時間をかけるこ

となく合同式や合同方程式のもつ便利さや魅力を体

感させることができると考えます。

このようなことにより，初等整数論で重要な役割

を演じる合同式に興味・関心をいだく生徒が一人で

も多く現れるなら教育的価値が十分にあると考えま

す。
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