
§0．はじめに

立方体の 6面を 6種類の色で塗り分ける方法は，

全部で 30通りあります。研究者の名前をとってマ

クマホン立方体という言葉もあります。そのうちの

異なる 8個を取り出して，一回り大きな 2倍の大き

さの立方体を作ります。(以後 倍立方体 と言うこ

とにします)。そして，その倍立方体の 6面をそれ

ぞれ同一の色でそろえたり，6面を異なる 4色で構

成したりと，シンプルな遊びをすることができます。

昭和 23年に江口雅彦氏が考案して市販された物は

�マダラダイス�と呼ばれています。もちろん紙な

どで手作りして，遊ぶのも面白いと思います。

市販されていたマダラダイスの 8個の立方体は下の

図 1の通りです。図の立方体の展開図でABCDEF

は 6種類の色を意味します。

実際に遊んでみると，結構難しいことがわかりま

す。特に各面を同一色でそろえることは簡単ではあ

りません。そこでパソコンを使って強引にすべての

場合を検証してみたことがあります。つまり，倍立

方体の各面の色をそろえる配置を正解とし，以下の

点に留意して検証しました。

・あらゆる 8種類の立方体の組合せで調べること。

・選んだ 8個の立方体で倍立方体を作る時は，あら

ゆる配置について調べること。

・選んだ 8個の立方体で複数回の正解配置 (全体を

回転して一致する配置は同一として扱う)がある

場合何通りの複数正解があるかどうか。

プログラムを組む上で，以下のような事項も確認

しておくと便利です。

・立方体の色はABCDEFで表現する。

・Aを塗った面をおもて面，その向かいの面を裏面，

それ以外の面を側面と言う。また面に番号を付け

ておもて面が 1，裏面を 2，側面を 3456とする。

・30種類の立方体には番号 01∼30を付ける。

8個の立方体を配置するとき，図のような順番で

置き，倍立方体の面の番号も図のように付ける。

30種類の立方体から 8個選ぶ組合せは

C =5852925 通り，番号の若い立方体を基準にし

て，他の 7個の立方体の配置を考えると 7!=5040

通りあり，個々の立方体の向きも考慮しなければな

らないので，パソコンで丁寧に調べると数十日かか

ると思われます。ここでは，プログラムを組む上で

の工夫を説明し，後に出力結果からわかったことを

述べたいと思います。
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§1．プログラムの工夫

【色交換を考慮して組合せをグループ分けする】

30種類ある立方体で，Aが塗ってある面はおも

て面としていますが，裏面の色がBのグループを

�B組�，裏面がCのグループを�C組�…というよ

うに 5組に分けます。それぞれの組は表 1のように

6個の異なる立方体で構成されます。

たとえば，B組から 5組，C組から 3個選んで倍

立方体を作るのも，F組から 5個，D組から 3個選

んで倍立方体を作るのも状況は全く同じです。Bと

F，CとDの色を交換するのと同じです。5個と 3

個の場合を 5-3と表記するとします。5-3のパター

ンを検証するには，B組から 5個，C組から 3個選

んで検証すればよく，その数は C × C =120 通

り検証すればよいことになります。すべての組から

5個と 3個選ぶ選び方は P =20 通りありますか

ら，結果を 20倍すれば良いのです。

6個の立方体が，どのようなパターンで構成され

るかは表 2にまとめてある通り全部で 16パターン

考えられます。各パターンについて代表的な組合せ

だけ検証していけば，合計 319272組の検証で済み

ます。またこの方法だと，それぞれのパターンに分

けて検証できるので分散させて検証をすることも可

能です。最大の検証回数が必要なパターンは，

2-2-2-1-1で 121500回ですが，さらに時間も半分に

する方法があります。それは次に説明します。

【2-2-2-1-1の計算での工夫】

すべての立方体の色BとCを交換した場合，B組

とC組は入れ替わり，D組とE組はそのままです。

F組の立方体を見てみます。

図 4はおもて面Aを省略して展開したF組の立方

体の展開図です。ここで，BとCを交換すると 25

番の立方体が 29番に，26番の立方体が 27番に，28

番の立方体が 30番になることがわかります。つま

り 25，26，28の 3種類だけを使って 2-2-2-1-1のす

べての組合せを考えた場合は，27，29，30の 3種類

だけを使って 2-2-2-1-1のすべての組合せを考えた

場合と同じ状況になるということです。CとDの交

換で考えても同様ですが，BとEの交換などは同じ

状況になりません。2-2-2-1-1はB組から 2個E組

から 1個の立方体を選び出して検証するからです。

具体的には，2-2-2-1-1の検証をするときは，B組

より 2個，C組より 2個，D組より 2個，E組より

1個，そしてF組からは 25，26，28番の 3個の立方

体から 1個を選び，回数を半分の 60750回にして調
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べることができます。なお，同様の発想は，5-1-1-1，

4-1-1-1-1，3-3-1-1，3-2-2-1，3-2-1-1-1でも応用

できます。

§2．出力結果から

【正解の倍立方体の色数について】

倍立方体の各面の色をそろえるパズルですが，組

合せによって複数の正解があることがわかりました。

また，そろった 6面の色の中に同じ色がある場合が

あります。隣り合う面は絶対に異なる色になります

が，向かい合う面が同色になる場合が出現します。

全体が 3色で構成される場合を最小として，4色，5

色，6色の 4つの場合があります。それぞれ 3色正

解，4色正解，5色正解，6色正解と呼ぶことにしま

す。プログラムの一部を修正するだけで調べること

が可能です。6色正解が一番美しいので特別に検証

し，他の種類もどのくらい発生するのか希少性チェ

ックのために調べました。

一般の正解では，全体で 5852925通りのうち絶対

に 6面がそろわない，正解のない組合せが 15120通

りあります。裏をかえせば，意外と高い確率

5837805
5852925

≒0.997 で正解がある組合せが存在するこ

とがわかります。

表 4にあるように 5色正解をもつ組合せが一番多

く，3色正解が一番少ないことがわかります。

同じ 8個の立方体の組でも，個々の立方体の配置

や向きが違う別な正解があるときはすべて異なる正

解として累計してみたのが表 5です。一つの組でも

6色正解複数個と 3色正解複数個などをもつ場合も

あります。それぞれ色数別に累計してみました。そ

のうち最多の複数正解は (表には掲載してありませ

んが)444通りで，60組あります。そのうち 1組を

図 5に紹介しておきます。図 5の 8個の立方体の組

は，288個の 3色正解，48個の 4色正解，108個の 5

色正解を持ち，6色正解はありません。

表 6が 6色正解をまとめたものです。6色正解が

できる組合せの数は 3077985で全体の過半数です。

また，特に癖のある配色 6-2とか 6-1-1のパターン

では 6色正解にもつ組合せはありません。

同一の組合せでもいくつ複数の 6色正解があるのか

も調べてみました。最大で24個の複数正解をもつも

のがみつかりました。図 6に紹介しておきます。(6色

正解の 24通りの他に 5色正解が 12通りあります)

また，6色正解は，必ず複数正解で発生する。つま

り少なくとも 2つの 6色正解をもつことがわかりま
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す。そのメカニズムについても後の�正解の唯一

性�で述べます。

また，8個の立方体で配色バランスが良いのは，

2-2-2-2と 2-2-2-1-1のパターンでしょう。冒頭で

紹介した江口氏考案のマダラダイスは 6色どの色を

おもて面にしても 2-2-2-2に属します。江口氏のマ

ダラダイスも検証したところ 64通りの正解 ( 6 色

正解は 16通り，4色正解は 48通り)があります。

正解の作り方の一例が図 7です。

今回，Aという色についてパターン分けしました

が，どの色を中心にパターン分けしても同じことで

す。ただし，Aについては例えば 4-2-1-1のパター

ンであっても他の色についても同じパターンになる

という保証はありません。よって，異なる 30種類

の立方体から 8個の立方体を選んだとき，各色につ

いて 16パターンのどれに当てはまるか調べます。

それにより，どのような倍立方体を作れるかの予想

に役立ちます。以下に法則をまとめてみました。

① ある色について 6-2，6-1-1，5-3，5-2-1，

5-1-1-1，4-4，4-3-1，4-2-2，4-2-1-1，4-1-1-1-1，

3-3-2のいずれかになっていれば正解をもつ。

② ある色について 6-2，6-1-1のいずれかになっ

ていれば 6色正解をもたない。

③ 3色正解をもつならば，すべての色について

4-4，4-3-1，4-2-2，3-3-2のいずれかに当てはま

っている。

①は，表 3から実証されていますが，逆は必ずし

も成り立ちません。図 1の江口氏のマダラダイスは，

正解をもち，しかもすべての色について 2-2-2-2の

パターンで反例になります。

②についても逆は必ずしも成り立ちません。反例

として図 8を紹介しておきます。その組合せは 6色

正解を持たず，すべての色について 2-2-2-2です。

③については理論的にも説明できます。図 9をご

らんください。すべての対面が同じ色になり，仮に

ABCの 3色で構成されるとします。倍立方体の頂

点に注目すると各頂点に配置される立方体は図の 8

個に限定されます。残りの 3色 DEFをどの空白に

配色するか考えると 4-4，4-3-1，4-2-2，3-3-2しか

ありません。
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表 4から以下のようなことが予想されました。

・6色正解をもつ組合せは，5色正解ももつ。

・3色正解をもつ組合せは，4色正解や 5色正解，6

色正解ももつ。

パソコンで検証したところ，ほぼすべてに反例が

あり否定されました。ただ唯一次の事項は確認でき

ました。

④ 3色正解をもつ組合せは，5色正解をもつ。

本当かどうかは，パソコンで検証するのが手っ取

り早いです。3色正解をもつパターン 4-4，4-3-1，

4-2-2，3-3-2について 3色正解をもつ組合せ 3510

通りすべてについて，4色正解，5色正解，6色正解

があるかどうか調べたのが表 7です。

おもしろい結果ですが，3色正解をもつ組合せは

必ず 5 色正解も持ちます。また，パターン 4-4，

4-3-1，4-2-2では 4色正解も必ず持ちます。

【正解の唯一性について】

選んだ 8個の立方体の組が正解をもつとき，個々

の立方体の配列や向きをかえることで，別な正解が

生じる場合があります。しかし，正解が 1通りだけ

という場合はあるでしょうか。あるとすれば非常に

希少な組合せではあります。結論は下記の通りです。

⑤ 3色正解，4色正解，6色正解は，倍立方体の配

色をそのままに保ったままの別の正解をもつ。

⑥ 5色正解で複数正解を持たない組が存在する。

表 6にあるとおり 6色正解についてはパソコンで

検証もされていますが，⑤については，下記のよう

に理論的に推理もできます。まず 6色正解の場合図

10のように倍立方体の面 1から 6までの面がAか

らFまでの色で揃っているとします。

このとき，8個の立方体の 1番の立方体に注目し

ます (図 10で網掛けの立方体)。1番の立方体の外

側の面は，倍立方体と同じACDの色が使われてい

ます。内側の隠れた面には残りの BEFの色が使わ

れ，その配置は図 11にあるような裏 1-タから

裏 1-ヌまでの 6通りが考えられます。

このうち裏 1-タの時はそのまま他の立方体の位

置に移動することができます。また，裏 1-チと裏

1-ツの時は回転させてから倍立方体の対角の位置に

ある 8番の立方体の位置に移動することができます。

次に裏 1-ナの時は 5番の立方体の位置へ，裏 1-ニ

の時は 2番の立方体の位置へ，裏 1-ヌの時は 3番の
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立方体の位置へ立方体を移動することが可能です。

今は 1番立方体について述べましたが，他の立方体

についても同様で，6色正解の場合は，すべての位

置にある立方体を他の位置へ移動することが可能で

す。このとき倍立方体の配色には変化はありません。

そこで，例えば 1番の位置の立方体が 5番の位置

へ移動でき，5番の位置にあった立方体が 1番の位

置に移動可能ならば，1番と 5番の位置の立方体を

交換可能というわけで，異なる立方体の配列になり

ます。もし交換がおこらない場合は，順に移動した

場所を書いていくと 1  5  6  3 となってい

き，全部で 8までの場所しかありませんから必ず前

に使用した場所に戻るところがあります。たとえば

1  5 6  3  7  2  6の移動なら最初のスタ

ートを 6から始めることにより 6  3  7  2  6

のローテーションが可能であることがわかるわけで

す。最長の移動だと 8個全部の立方体を移動という

のもありえます。以上より 6色正解の配置は，必ず

立方体を移動することにより他の配置の 6色正解を

作ることが可能になります。

3色正解は図 12のような場合ですが，1番立方体

を回転させて 4番や 6番，7番の立方体と交換可能

です。4色正解は図 13のような場合ですが，こちら

も 1番立方体と 4番の立方体と交換可能です。以上

から 3色正解や 4色正解には複数の正解が生まれる

こととなります。

次に⑥ですが，パソコンで検証したところ 5色正

解のときに 1通りの正解しか存在しない場合が全体

で 7290組ありました。例えば図 14は他に 3色正解

や 4色正解，6色正解を持たず，5色正解しかありま

せん。その 5色正解も 1通りしかない例です。つま

り，交換とかローテーションが存在しない組合せで

す。

§3．残された課題

パソコンを使って法則を発見してから理論的説明

を見つけていくような手法で，泥臭い数学になって

しまいすみませんでした。その中で心残りは，

④ 3色正解をもつ組合せは，5色正解をもつ。

のパソコンを使わない証明方法があるかどうか。

あと 5色正解の意外な事実 ( 3色正解との関係，

唯一解の存在)が，今後のパズルや簡単な鍵や暗号

に応用できないか，あれこれ試案しています。
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