
§1．はじめに…研究の動機

光の反射に関して，反射面が楕円や双曲線の場合，

焦点から出た光は反射して，楕円の場合は他の焦点

を通り，双曲線の場合は他の焦点の延長線を進む。

(図 1，2)では，光の屈折に関して，境界面が楕円や

双曲線の場合はどうなるかと考えたのが研究の動機

である。

光がある媒質から別の媒質へ境界面を経て進むと

き，光は屈折する。光の入射角を α，屈折角を βと

するとき
sinα

sinβ
を屈折率という。(図 3 )本稿では，

境界線が楕円または双曲線のときの屈折率に関する

次の定理を証明する。(図 4，5)

定理．境界面が楕円または双曲線



a +


b =1 (a>b>0，>0) ①



a −


b =1 (a，b>0，>0) ②

の場合，⑴，⑵の焦点 F(座標が負の方)から出た

光が屈折して 軸に平行に進むとき，屈折率は①，

②の離心率 e，すなわち

sinα

sinβ
=e ③

である。

§2．本論…定理の証明

①，②上の点 P(，) (頂点は除く)における接

線を ℓ，法線をnとし，nと直線 PFのなす角を α

(鋭角・入射角)，nと 軸のなす角を β (鋭角・屈折

角)とする。

①，②の焦点で 座標が正，負のものをそれぞれ

E，Fとし，軸と正の部分で交わる準線を d，Pか

ら dに下ろした垂線の足をHとする。①，②の離心

率 eに関して

e=
PE
PH

=
 a∓b

a
④，⑤

が成り立つ。(以下，複号の上は楕円①，下は双曲

線②の場合とする。)また

PF±PE=2a ⑥

が成り立つ。
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nと 軸の交点をQとする。直線 PHは 軸と

平行なので，∠PQE=β である。

△PFQにおいて，楕円①の場合 ∠FPQ=α，

∠PQF=π−β，双曲線②の場合 ∠FPQ=π−α，

∠PQF=β である。いずれも正弦定理から

sinα

sinβ
=

QF
PF

⑦

が成り立つ。

F(−ea，0)，d：=
a

e
，ℓ：



a ±


b =1

ℓとPで直交するnは⑤から



b ∓


a =
e

b  と表され，Q(e，0)なので

QF=e+ea ⑧

また，④から

PE=ePH=±e ae −=±(a−e)

なので，⑥から

PF=2a∓PE=a+e ⑨

⑧，⑨から
QF
PF

=e が成り立ち，⑦から③が示

され，定理が示された。 □

§3．補足

境界面が楕円のとき，焦点から出た光の屈折は，

屈折率が eより大きい場合と小さい場合で，それぞ

れ図 8，9のようになる。

境界面が放物線の場合，屈折率が離心率 e=1 と

すると，光の入射角αと屈折角 βが一致して，光は

直進すると解釈される。
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§4．おわりに

境界面が楕円や双曲線の光の屈折について [3]，

[6]，[7]で紹介されている。そこでは微分方程式の

問題として扱われている。本稿では定理をできるだ

け初等的に証明した。△PFQの中に入射角 αと屈

折角 βが現れて，それをもとに正弦定理を用いるこ

とが証明のポイントであった。2次曲線の焦点は光

の反射だけでなく屈折に関しても重要なことが認識

できた。
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