
§1．はじめに

2021年度 東大入試 (文理共通問題)において通

過領域に関する以下の内容の問題が出題されました。

(実際の出題形式とは異なっています)

問 次の条件⑴を満たす放物線

C：=+a+b の通過領域Eを求めよ。

⑴ �放物線Cと放物線 =− は，座標が

−1<<0 である共有点と 0<<1 である共有

点をもつ。�

出題形式 (小問設定)からすると，条件を満たす a，

bの条件，すなわち (a，b)の存在領域Fから ，

の条件を考え，(実際には，ab平面において，直線

a+b+−=0 と領域Fが共有点をもつ状況を

考え)，(，)の範囲を指定するという考えが自然

な方法だと思います。ただ，ここでは，この考えと

は違った考えをしてみることにします。

§2．条件の言い換え…何と何の共有点と考えるか

条件⑴は，以下の条件⑵，あるいは，条件⑶に言

い換えることができます。

⑵ �放物線 =2+a+b と直線 =0 (軸)

は，座標が −1<<0 である共有点と

0<<1 である共有点をもつ。�

⑶ �直線 =a+b と放物線 =−2 は，座

標が −1<<0 である共有点と 0<<1 であ

る共有点をもつ。�

⑵を考えるなら，3点

(−1，0)，(0，0)，(1，0)と

の位置関係を考えながら，

=2 の形の放物線をど

のように動かす (平行移動)

ことができるかを調べるこ

とになります。

もしも，この動かせる範囲Gに関して，

� Gは，3つの放物線からできる下の 図 1 の領

域である。

を�自明�と認めるならば，左下 図 1 の領域で 座

標に−を加えることで 図 2 の打点部 (境界は含

まない)が求める領域であると直ちにわかります。

しかし，さすがにこの�は，�自明�とするには，

あまりに怪しい自明です…。

前置きが長くなってしまいました。この記事は

⑵の話をするものではありませんので，以下，本題

である⑶に進むことにします。

§3．⑶について考える

⑶では，曲線 C：=−2 (−1<<0)，曲線

C：=−2 (0<<1) と 直 線 ℓ：=a+b の

共有点を考えることになります。本来，直線 ℓは，

軸に平行でないという制約のもとで直線全体を動

くわけですが，軸に平行な直線は，C，C両方と

共有点をもつことはないため，軸に平行でない直

線という制約を設けることなく，ℓは直線全体を動

くという設定で考えることにします。

さて，⑵では怪しい自明�が登場しましたが，こ

こでは，以下の�，	を考えることにします。この

�，	を，�自明�と認めるならば，図 6 の網掛部

(境界は含まない)で 座標に を加えることで

図 7 の打点部 (境界は含まない)が求める領域であ

ると直ちにわかります。
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� 直線 ℓに関する以下の条件 ☆，★ は同値であ

る。

☆直線 ℓが曲線 C：=−2 (−1<<0)，曲

線 C：=−2 (0<<1) と共有点をもつ。

★直線 ℓが線分 OA：=2 (−1<<0)，線分

OB：=−2 (0<<1) と共有点をもつ。

(図 3 ，図 4 ，図 5 )

	 線分 OA：=2 (−1<<0) 上の点 X，線

分 OB：=−2 (0<<1) 上の点Yを結んで

できる直線 XYの通過領域は 図 6 網掛部 (境界

は含まない)の領域である。

⑵での怪しい自明�と比べ，この�，	の�自

明�はどうでしょうか？ここでの�自明�は直感的，

論理的に確信の持てる自明でしょうか？	はまだ

しも，�はかなり怪しいような気もしますが…。

以下では，�自明�な�，	についての証明を行い

ます。議論はすべて平面上での話とし，曲線は，閉

区間 [0，1]で定義された連続関数 (t)，(t)によ

って媒介変数表示される曲線(連続曲線)であって，

((0)，(0))((1)，(1)) を満たすものとします。

§4．�の証明

ここでは，少し一般的な形で証明を行うこととし，

面倒ですが，以下の設定 ( 定義 )をします。

以降においては簡便のため，図形 (領域)Dに対し，

Dの内部を Int(D)，Dの外部を Ext(D)，Dの境界

を∂(D)で表すことにします。さらに，線分 XY

は両端 X，Yを含む線分を表し，線分 (XY)は両端

X，Yを除いた線分を表すものとし，曲線Cは両端

を含む曲線を，曲線 (C)は両端を除いた曲線を表す

ものとします。

定義 O，Aを端点とする曲線 C，および，O，

Bを端点とする曲線 Cに対して，以下の【条件】

①，②，③を満たす点A′，B′が存在するとき，

�2曲線 C，Cは良い配置である�

ということにします。

【条件】

① △A′AO (=Tとする)は，曲線 (C)を内部に

含み，△B′OB (=Tとする)は，曲線 (C)を内

部に含む (図 8 )。

② Tと Tは共有点をもたない，または，1つの頂

点のみを共有点にもつ ( 図 8 ，図 9 )。

③ A′を端点とする 2つの半直線A′O，A′Aでで

きる領域のうち，線分 OAを含む領域 (境界を

含む)を S，B′を端点とする 2つの半直線 B′O，

B′Bでできる領域のうち，線分 OBを含む領域

(境界を含む)を Sとする ( 図 10 )。このとき，

T⊂S，T⊂S が成り立つ ( 図 11 )。

以下，2曲線 C，Cが良い配置であるとき，直線

Lに関する下記の条件 ☆☆，★★ が同値であるこ

とを示します。

☆☆直線Lが曲線 (C)，(C)と共有点をもつ。

★★直線Lが線分 (OA)，線分 (OB)と共有点をも

つ。
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これが示されれば，�にお

いて O=O=O，

A(−1，−2)，B(1，−2)

C：=−2 (−1≦≦0)，

C：=−2 (0≦≦1)

と考えて，【条件】①，②，

③を満たすA′(−1，0)，

B′(1，0)がとれることから，�の成立がわかります。

〈☆☆，★★が同値であること〉

〈☆☆★★〉

証明

直線Lと曲線 (C)，(C)の交点をそれぞれ C，

Cとする。①から，曲線 (C)⊂Int(T)，曲線

(C)⊂Int(T) であり，C∈Int(T)，C∈Int(T)

である。

A，Bに関する条件の対等性から，直線Lが線分

(OA)と共有点をもつことを示せば十分であり，以

下，〈1〉∼〈3〉に分けてこれを示す。

〈1〉 線分 CC⊂Int(S)である。

証明 T⊂S から，Int(T)⊂Int(S) であり，

T⊂S から，Int(T)⊂Int(S) である。したが

って，Int(S)の 2 点を結ぶ線分が Int(S)に含

まれること (Int(S)の凸性)から，線分

CC⊂Int(S)であることがわかる。

〈2〉 線分 CCは∂(T)と共有点をもつ。

証明 条件②から，Int(T)∩Int(T)=∅ であり，

Int(T)⊂∂(T)∪Ext(T) である。したがって，

C∈Int(T)と C∈Int(T)⊂∂(T)∪Ext(T)

を結ぶ線分 CCは，Tの境界∂(T)と共有点

を必ずもつ。(この共有点を C⋅とする)。

〈3〉 C⋅は線分 (OA)上の点である。

証明 〈1〉より C⋅∈線分 CC⊂Int(S)であり，

〈2〉より C⋅∈∂(T)である。したがって，

C⋅∈∂(T)∩Int(S)=線分 (OA) であること

がわかる。

〈☆☆★★〉

証明

直線Lが，線分 (OA)，線分 (OB)と共有点をも

つとき，A，Bに関する条件の対等性から，Lが

Cと共有点をもつことを示せば十分。以下，《1》，

《2》でこれを示す。

《1》 直線Lは直線 OAとは異なる。

証明 線分 (OB)∈Int(S) であり，直線 OAと

線分 (OB)の共有点は，直線

OA∩Int(S)=線分 (OA) と線分 (OB)の共有

点である。ところで，条件②より，線分 (OA)

と線分 (OB)は共有点をもたず，直線Lが直線

OAであることはあり得ない。

《2》 直線Lは曲線 (C)と共有点をもつ。

証明 《1》より，2点 O，Aは直線Lによって，L

の両側に分けられる。したがって，Lの両側に端

点 O，Aをもつ (連続)曲線 (C)は直線Lと必

ず共有点をもつ。

§5．�の証明

直感的には明らかかもしれませんが，ここでは，

線分 (OA)上の点 X，線分 (OB)上の点Yを結んで

できる直線 XYの通過領域が，下の 図 12 の


 斜線部分 (境界は含まない)

� 網目部分 (境界は含まない)

� 線分 (OA)および，線分 (OB)

を合わせた領域 ( 図 13 )であることを示します。

この領域は，平面上の点Pを 1次独立なベクトル

OA

，OB


と実数 s，tを用いて

OP

=sOA


+tOB


と表した場合，


：s>0，t<0 または s<0，t>0

�：s+t<1，0<s<1，0<t<1

�：0<s<1，t=0 または 0<t<1，s=0

と表せます。

証明では，点Pに関する下記の条件 ◇，◆ が同

値であることを用います。

◇線分 (OA)上に点 X，線分 (OB)上に点Yをと

り，点Pを通る直線 XYが引ける。

◆OP

=

s

α
(αOA


)+

t

β
(βOB


) ……(＊)

0<α<1，0<β<1，
s

α
+

t

β
=1

を満たす α，βが存在する。

以下，この同値性を簡単に示し，上記の証明を行

います。
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〈◇◆〉

◇が成り立てば，実数 S，Tを用いて

OP

=SOX


+TOY


，S+T=1

とかける。また，0<α<1，0<β<1 である実数 α，

βを用いて，OX

=αOA


，OY


=βOB


とかける。し

たがって，OP

=S(αOA


)+T(βOB


) とかけ，OA


，

OB

が 1次独立であることから，s=Sα，t=Tβ で

あり，
s

α
+

t

β
=1 から◆がいえる。

〈◆◇〉

◆が成り立てば，OX

=αOA


，OY


=βOB


である

点 X，Yを線分 (OA)，線分 (OB)上にとり，◇とで

きる。

〈直線XYの通過領域が �嘉�嘉� であること〉

証明 平面全体を，


 (=
) s，tが異符号の領域

� s，tが同符号の領域

� s=0 または t=0 の領域

に分割し，
 (=
)では全領域が，�では�が，�

では�が適する領域であることを◆を用いて示す。

�について：

s，tに対する条件の対等性から，s>0，t<0 の場

合を示せば十分である。式を見やすくするため，◆

において，a=
1
α
，b=

1
β
，s′=s，t′=−t とし，

s′>0，t′>0 の条件のもと，as′−bt′=1 である

a>1，b>1 がとれることを示す。

t′+1 (t′>0) と s′>0 に対し，bt′+1>s′ とな

る b (>1) がとれる。(なぜなら，t′+1>s′ のとき

は任意の b (>1) がとれ，t′+1≦s′ のときは，十

分大きな b>1 をとれば t′>0 より，bt′+1>s′

とできる。)このとき，この bに対し，aを

a=
bt′+1

s′
ととると，a>1，as′−bt′=1 を満たす

ことができる。

�について：

� s<0，t<0 の場合

0<α<1，0<β<1 のもとでは，(＊)の変形にお

いて，
s

α
+

t

β
<0 であり，

s

α
+

t

β
=1 とはできな

い。

� s>0，t>0，s+t≧1 の場合

0<α<1，0<β<1 のもとでは，(＊)の変形にお

いて
s

α
+

t

β
>s+t≧1 であり，

s

α
+

t

β
=1 とは

できない。

� s>0，t>0，s+t=k<1 の場合

α=β=k とすれば，0<α<1，0<β<1 であり，

(＊)の変形において
s

α
+

t

β
=

s+t

k
=1 とでき

る。

�について：

s=0 すなわち，点Pが直線 OA上にある場合は，

P=X となる以外，P，X，Yが同一直線上にあるこ

とはなく，Pは線分 (OA)上にある場合に限られる。

同様に，t=0 すなわち，点Pが直線 OB上にある

場合は，Pが線分 (OB)上にある場合に限られる。

§6．最後に

�自明�な�，	の証明に随分と時間がかかりま

した。実際の試験においては，今回の考え方では制

限時間内に完全に解答することは困難でしょう。た

だ，大学入試において，�を�自明�とするのは�論

外�としても，�，	を�自明�とした場合，�と

同様の�論外�となるのでしょうか？�，	の�自

明�を証明するなら，どの程度の記述が要求される

でしょうか？興味のある所ではあります。

長い議論を終えて，論理的な明確性，記述 (表現)

のしやすさ等を考えると，出題形式 (小問設定)に

沿った存在条件による考え方の威力を改めて実感し

ます。ただ，蛇足となりますが，これらのことから，

もしも，減点されない答案作成や記述しやすい解法

の指導の
・

み
・

が日々の授業のす
・

べ
・

て
・

となってしまうと

したら…。それは非常に悲しいことであり，寂しい

ことだと私は思うのですが…。
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