
§1．はじめに

数学Ⅲの積分法の応用で�曲線の長さ�の求め方

を学ぶ。しかし，そこに登場する例題は，サイクロ

イド，カテナリーといった複雑な式で表される曲線

の長さである。もっと身近な放物線の長さを求める

例題はどうして登場しないのだろうか。この素朴な

疑問の答えは，推して知るべしで積分計算がかなり

複雑だからである。この紙面ではこの複雑な定積分

の計算方法と大学入試問題との関連を紹介する。

§2．曲線の長さ

曲線 = f () の

a≦≦b の部分の長さLは

L=



 1+(′)d

という定積分で与えられる。

§3．放物線 = (0佳佳1) の長さLを

求めよう

【解法 1 】 置換積分法

= から ′=2，

L=



 1+(′)d

=



 1+4d

ここで，2=tanθ とおくと 2d=
1

cosθ
dθ

 0 → 1

θ 0 → α

ただし，tanα=2

sinα=
2

 5

L=



 1+tanθ ⋅

1
2cosθ

dθ

=
1
2 





cosθ
cosθ

dθ

=
1
2 





cosθ
(1−sinθ) dθ

θ 0 → α

t 0 →
2

 5

さらに，sinθ=t とおくと

cosθdθ=dt から

L=
1
2 



 



1
(1−t) dt

=
1
2 



 



1
(1−t)(1+t) dt

=
1
8 



 

  1
1−t

+
1

1+t
+

1
(1−t) +

1
(1+t) dt

=
1
8 −log(1−t)+log(1+t)+

1
1−t

−
1

1+t 


 



=
1
8 −log

 5 −2

 5
+log

 5 +2

 5

+
 5

 5 −2
−

 5

 5 +2 
=

1
8 log

 5 +2

 5 −2
+4 5 

=
 5
2

+
log(2+ 5 )

4
答

【解法 2 】 置換積分法

2=
e−e

2
とおくと 2d=

e+e

2
dt

 0 → 1

t 0 → α

α=log(2+ 5 )

 1+4 =


1+ e
−e

2 


=
e+e

2

L=



 1+4 d=





e+e

2
⋅
e+e

4
dt

=
1
8 




(e+2+e)dt=

1
8  1

2
e+2t−

1
2
e





=
1
8  1

2
e+2α−

1
2
e

=
1
8  1

2
(2+ 5 )+2log(2+ 5 )−

1
2

(2− 5 )
=

 5
2

+
log(2+ 5 )

4
答

別解 t=2+ 1+4 とおく解法もある。
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放物線の長さを計算する

∼  1+ dや  1

 1+
dの積分と大学入試問題∼

藤
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井
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敏
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【解法 3 】 部分積分法

L=



 1+4 d

= 1+4 



−





4

 1+4
d

= 5 −




1+4−1

 1+4
d

= 5 −L+




1

 1+4
d

よって 2L= 5 +




1

 1+4
d

∴ L=
 5
2

+
1
2 





1

 1+4
d ……①

次に I=




1

 1+4
d を求める。

2=tanθ とおくと 2d=
1

cosθ
dθ

ただし，tanα=2
 0 → 1

θ 0 → α

I=




1

 1+4
d

=




1

 1+tanθ
⋅

1
2cosθ

dθ

=
1
2 





cosθ
1−sinθ

dθ

sinθ=t とおくと cosθdθ=dt

θ 0 → α

t 0 →
2

 5

I=
1
2 



 



dt
1−t

=
1
4 



 

  1
1+t

+
1

1−t dt

=
1
4 log(1+t)−log(1−t)



 



=
1
2

log(2+ 5 )

ゆえに①より L=
 5
2

+
log(2+ 5 )

4
答

参考

I=




1

 1+4
d の置換方法は

① 2=
1
2

(e−e)

② t=2+ 1+4

③ t=log(2+ 1+4 ) などもある。

【解法 4 】 定積分を面積ととらえる方法

L=



 1+4 d は = 1+4 のグラフと 

軸，軸，直線 =1 とで囲まれる図形の面積を表

す。長方形の面積から斜線部分の面積を引けばよい。

= 1+4 (≧0) から

=
1
2
 −1

L=



 1+4 d

= 5 ×1

−
 



1
2
 −1 d

=
e+e

2
とおくと

d=
e−e

2
dt

 −1=
  e

+e

2 


−1=
e−e

2

= 5 のとき e=2+ 5 ∴ t=log(2+ 5 )

 1 →  5

t 0 → α

α=log(2+ 5 )

L= 5 −
1
2 





e−e

2
⋅
e−e

2
dt

= 5 −
1
8 




(e−2+e)dt

= 5 −
1
8  1

2
e−2t−

1
2
e





= 5 −
1
8  1

2
(2+ 5 )−2log(2+ 5 )

−
1
2

(2− 5 )
=

 5
2

+
log(2+ 5 )

4
答

§4．大学入試問題から

【問題 1 】 (2002 関西大 一部抜粋)

⑴ = +1+log(+ +1 ) の導関数

を求めよ。

⑵ 曲線 = (0≦≦1) の長さを求めよ。

解答 ⑴ ′= +1+⋅
2

2 +1
+

1+
2

2 +1

+ +1

= +1+


 +1
+

1

 +1

=2 +1 答
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⑵ = から ′=2，求める長さをLとすると

L=



 1+(′) d=




 1+(2) d

2=t とおく

 0 → 1

t 0 → 2

=



 1+t ⋅

1
2
dt

=
1
4 




2 t+1 dt

=
1
4 t  t+1+log(t+ t+1 )





=
 5
2

+
log(2+ 5 )

4
答

●このようなていねいな誘導があれば，受験生は安

心して解ける。

【問題 2 】 (2014 横浜市大)

aを正の実数とする。放物線 =4a 上に

2点 O(0，0)とA(，)をとる。>0 とし

て，次の問いに答えよ。

⑴ α>0 として，関数 F(t)を

F(t)=
1
2

{t  t+α+α log(t+ t+α )}

とおく。導関数 F ′(t)を求めよ。

⑵ 点Oから点Aまでの曲線の長さLを の

関数として表せ。

●放物線を横に倒したもので【問題 1 】と同じ問題。

【問題 3 】 (2019 同志社大)

座標平面上の曲線 (−)−2(+)=0 を

Cとする。

⑴ 関数 f (t)=log(t+ t+1 ) に対して，

導関数
d
dt

f (t)を求めよ。

⑵ 等式
d
dt

(t t+1 )=a t+1−
b

 t+1
が

成り立つように，定数 a，bの値を定めよ。

また，不定積分  t+1 dtを求めよ。

⑶ 曲線C上の点 (，)に対して，−=t

とおいて，と をそれぞれ t で表せ。

⑷ 曲線C上の点のうち，座標の値が最小で

ある点を P，座標の値が最小である点をQ

とする。2点 P，Qの座標をそれぞれ求めよ。

⑸ 曲線Cのうち，⑷の 2点PとQの間の部分

をDとする。曲線Dの長さを求めよ。

解答

⑴
d
dt

f (t)=
1

t+ t+1 1+ t

 t+1 = 1

 t+1
答

⑵
d
dt

(t  t+1 )= t+1+
t

 t+1

= t+1+
t+1−1

 t+1
=2 t+1−

1

 t+1

よって a=2，b=1 答

また  t+1=
1
2  d

dt
(t  t+1 )+

1

 t+1 
したがって，⑴の結果からCを積分定数として

 t+1 dt=
1
2

{t t+1+log(t+ t+1 )}+C 答

⑶ −=t を曲線の式に代入すると +=
t

2

−=t と連立して =
t

4
+

t
2
，=

t

4
−

t
2

答

⑷ ⑶から =
1
4

(t+1)−
1
4
，=

1
4

(t−1)−
1
4

ゆえに，t=−1 で は最小値−
1
4
をとるからP

の座標は − 1
4
，

3
4

，また，t=1 で は最小値

−
1
4
をとるからQの座標は  3

4
，−

1
4  答

⑸ ⑶の結果から
d
dt

=
1
2

(t+1)，
d
dt

=
1
2

(t−1)

 ddt 


+ ddt 


=
1
2

(t+1)

よって，求める長さをLとすると，⑵の結果から

L=




1
2

(t+1) dt=2⋅
1

 2 



 t+1 dt

=
 2
2 t  t+1+log(t+ t+1 )





=1+
 2
2

log(1+ 2 ) 答

●曲線C：(−)−2(+)=0 の方程式は と 

を入れ替えても同じだから，直線 = について

対称である。したがって，曲線Cを原点の周りに 45°

回転させると，放物線

=
1

 2
 が得られる。

回転行列や複素数の利用で

容易に確認できる。これよ

り曲線Cの概形は右図。
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また，この回転で P，Qは各々

P′− 1

 2
，

1

2 2 ，Q′ 1

 2
，

1

2 2 に移る。よっ

て本問は，放物線 =
1

 2
 − 1

 2
≦≦

1

 2 
の長さを求めることに他ならない。

【問題 4 】 (2010 同志社大)

次の に適する数を記入せよ。

d
d

log(2+ 4+1 )=
 4+1

d
d

log( 4+1 )=2 4+1−
 4+1

となる。これを利用すれば，





 4+1 d= である。

●【問題 3 】の類題。本問は放物線 = (0≦≦1)

の長さを求める問題に他ならない。同志社大学では

2009年にも定積分の漸化式を用いて 



 +1 d

の値を求める出題がある。同じ入試問題は形を変え

て繰り返し出題される。

【問題 5 】 (2002 京都大)

⑴ ≧0 で定義された関数

f ()=log(+ +1 ) について，導関数

f ′()を求めよ。

⑵ 極方程式 r=θ (θ≧0) で定義される曲線

の，0≦θ≦π の部分の長さを求めよ。

解答 ⑴ f ′()=

1+


 1+

+ 1+
=

1

 1+
答

⑵ 極方程式 r=θ (θ≧0) から

=rcosθ=θcosθ，=rsinθ=θsinθ

d
dθ

=cosθ−θsinθ，
d
dθ

=sinθ+θcosθ

よって  ddθ 


+ ddθ 


=(cosθ−θsinθ)+(sinθ+θcosθ)

=1+θ

曲線 r=θ の 0≦θ≦π の部分の長さをLとする

と

L=


   ddθ 


+ ddθ 


dθ

=



 1+θ dθ …(＊)

=θ 1+θ 




−




θ

 1+θ
dθ

=π 1+π

−




1+θ−1

 1+θ
dθ

=π 1+π −L+




dθ

 1+θ

よって 2L=π 1+π +




dθ

 1+θ

⑴より 2L=π 1+π +log(θ+ 1+θ )




=π 1+π +log(π+ 1+π )

ゆえに L=
π 1+π +log(π+ 1+π )

2
答

●曲線 r=θ (0≦θ≦π) の概形は上図のアルキメデ

スの渦巻線といわれるものである。Lは(＊)の形か

ら放物線 =
1
2
 (0≦≦π) の長さである。

【問題 6 】 (2010 早稲田大 一部抜粋)

定積分 



 t+1 dtの値を t=

e−e

2
と置

換することによって求めよ。

●空間図形の求積問題で 



 t+1 dtが必要となる

ための誘導である。

【問題 7 】 (2014 静岡大)

⑴ 関数 f ()=log(+ +1 ) を微分せよ。

⑵ (略)

⑶ 極限値 lim


∑




1

 k+n
を求めよ。

●定積分 




1

 +1
dと区分求積法の融合問題。

【まとめ】

放物線の長さを誘導なしで求めることは大変なた

め，実際の入試問題ではいろいろな誘導で求めさせ

ている。また，定積分の計算問題の中には放物線の

長さが見え隠れしているものがある。さらに入試問

題では   1+ d， 1

 1+
dのタイプの積分

も多く出題されている。授業で積極的に扱いたい。
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§5．定積分雑感

最近は計算力のない受験生が増えたためだろうか，

奇しくも 2019年度入試では以下のように定積分単

独の問題が京都大や東京大で出題され大きな話題と

なった。京都大では過去にも同様の出題がある。

(2019 京都大) 次の定積分の値を求めよ。

⑴ 







cos

d ⑵ 






d
cos

(2019 東京大) 次の定積分を求めよ。




+


 1+ 1+ 

(1+) 1+ d
(2012 京都大)

定積分 
 



1
 log  1+ dの値を求めよ。

(2011 京都大)

定積分 




(+1) 1−2 dを求めよ。

(2007 京都大)

定積分 




2+1

 +4
dを求めよ。
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